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前言

这份讲义是根据我在新加坡国立大学做博士后期间教本科偏微分方程课程 (MA4221)的课堂
笔记整理并稍加扩充而完成的，MA4221这门课与中国科大的课程“微分方程 1”后半学期非常接
近。在中国科大，这是数学专业学生在大二上学期的必修课程；而MA4221在新加坡国立大学是
二年级或以上的本科生选修课，学生需要具有数学分析的基础和一定的常微分方程知识，但并不

对学生的实变、泛函基础作要求。我在新加坡国立大学教课的内容大致涵盖了本讲义到第 5.2 节
为止所有没打星号的内容，并粗略介绍了第2.6节关于震荡积分的知识，此外补充了少量变分法的
基础知识 (第 6.1节)，它告诉我们如何从最小作用量原理的角度推导出各类偏微分方程。
简要地说，本讲义的内容可被视作“古典偏微分方程理论”的简介。传统教材往往按照方程

种类划分章节：一阶偏微分方程、位势方程、热传导方程、波动方程等。然而本讲义的章节划分

则是基于求解方法的不同，主要包括：一阶偏微分方程（特征线法）、全空间中的偏微分方程求解

（波方程的直接求解、傅立叶变换法）、一维边值问题的求解（分离变量法）、极大值原理（椭圆、

抛物方程的逐点估计）、格林函数法（一般区域边值问题解的表达式）等。除此之外，我们穿插介

绍了傅立叶方法的更多应用（震荡积分的基本估计）、(−∆)的主特征值变分原理（分离变量法的
数学原理）、变分法（欧拉-拉格朗日方程）和诺特定理的简单应用。本讲义的附录则记录了常用
的微积分公式、傅立叶变换的基本性质以及二阶线性方程的分类与边值问题的定解。后续，本讲

义可能还会加入位势方程 Schauder估计相关的内容。
第一部分是一阶偏微分方程的简介，这里只介绍了最简单的特征线法以及线性方程边值问

题的定解。关于一阶非线性方程，本讲义基本只介绍了 Burgers 方程这个最简单的例子，而像
Hamilton-Jacobi方程、双曲守恒律方程等重要内容，囿于课时不足以及基础知识的欠缺（例如守
恒律方程需要引入“弱解”的概念），故无法在此课程中引入。

第二部分则介绍了全空间中波方程、热方程初值问题的解法。对于波方程，我们可以利用分

解一维波算子将一维波方程化成一阶方程组求解，再利用球面平均法将奇数维问题化作一维问题

求解，最后用升维法求解偶数维的情况。而另一个更具普适性的方法，则是用傅立叶变换求解欧

氏空间中的线性偏微分方程的初值问题，讲义中则以热方程、波方程和薛定谔方程作为例子讲解

该方法。这部分中，在求解方程的同时，我们也介绍了方程的能量估计及其与傅立叶变换的关系，

这是研究非线性方程的重要方法。作为补充内容，我们在第三章简要介绍“震荡积分”这一现代

调和分析的重要研究对象，而它的实例之一则是曲面测度的傅立叶变换，后者又恰好对应线性色
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散方程（波方程、薛定谔方程等）的解。

第三部分介绍了古典偏微分方程边值问题的分离变量法，并具体求解一维区间的波方程、热

方程的显式表达式。在应用该方法时候，我们实际上用到了拉普拉斯算子的主特征值变分原理这

一重要结论：拉普拉斯算子在有界区域内（带零边值条件的）的特征值非负，且特征函数构成 L2

的一组标准正交基；特别地，当区域是一维有限区间时，这个结论就退化为傅立叶级数的 L2理论。
第四部分则着重介绍“极大值原理”这一重要的逐点估计方法，当然它只对椭圆（位势方程）

和抛物型方程（热方程）成立，对波方程不可能建立类似的极大值原理。这一节着重介绍了调和函

数的极大值原理及其应用（梯度估计、Harnack不等式、主特征值变分原理的完整证明）。它们都
基于调和函数的平均值原理，而它们分别给出了调和函数的逐点控制、振幅估计和增长速率。事

实上，极大值原理提供了一个观点：不解方程仍然能控制解的逐点行为。作为补充，在第4.3节，我
们也介绍了上述结论基于弱极值原理、不依赖平均值原理的证明。在这之后，我们介绍位势方程

在全空间和一般有界区域内的求解方法，这部分非常依赖高维分部积分公式的运用。同时，有界

区域内泊松方程的求解方法，即所谓的“格林函数法”，就是物理中“电像法”的数学刻画。

上述内容可视作古典偏微分方程基础理论，显式求解方程占了相当大的比重。然而显式求解

一般的偏微分方程是几乎不可能的，解的存在性都未必能保证，因此人们需要更深刻的分析工具

来研究偏微分方程。偏微分方程的后继学习也对实分析、泛函分析和调和分析（傅立叶分析）的

知识储备有一定需求，具体则取决于方程的类型和具体考虑的问题。

最后我要感谢我在新加坡国立大学做博后期间选修我教的MA4221这门课的学生，他们为我
初次教学提出了很多宝贵的意见和建议。我尤其要感谢如下同学（按姓氏英文首字母排序）：陈

俊康 (CHAN Choon Kong)、陈一铭、严翼勋 (EOM Ikhoon)、冯清扬、符保罗 (Jordan FOO Bao
Luo)、符筱樱 (Yuuka FOOXiao Ying)、李惟轩 (LEEWei Xuan)、戚馥麟、舒骆安迪、陈智恒 (TAN
Tze Heng)、叶添笑。他们在学习过程中帮助我修正了很多原始讲稿中的谬误。同时还要感谢中国
科学技术大学的赵立丰教授，王鼎涵、于俊骜、尹宇辰三位同学和这门课的助教周芾、张源意、涂

远鹏同学，以及感谢我的同门师兄香港中文大学的罗辰昀教授，他们结合自己的教学或学习经历

对这门课的设计和教学提出了自己的见解。

章俊彦

2025年 10月 3日



目录

第零章 引言 1
0.1 偏微分方程的基本术语 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
0.2 常见例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
0.3 偏微分方程的 ‘‘适定性” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

第一章 一阶偏微分方程简介 5
1.1 特征线法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.1.1 常系数情况 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.2 变系数情况 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.1.3 非线性方程的求解实例: Burgers方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 一维边值问题的定解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3 *一阶非线性偏微分方程的一般理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.3.1 特征线方程组 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.3.2 若干实例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.3 边值问题的局部存在性定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

1.4 *一维守恒律方程的激波解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.4.1 积分解和 Rankine-Hugoniot条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
1.4.2 激波解、熵条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.4.3 *弱解唯一性定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

第二章 全空间中的波动方程和热方程 33
2.1 一维波动方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.1.1 一维波动方程的导出：弦振动方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.1.2 分解引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.1.3 ℝ上的一维波动方程: D’Alembert公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.1.4 一维波动方程的有限传播速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.1.5 半直线上的波动方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

iii



iv 目录

2.2 高维波动方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.1 径向解与球面平均 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.2 ℝ3 和 ℝ2 中的波动方程求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.2.3 波动方程的衰减速率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.3 能量法：波方程的有限传播速度 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.3.1 依赖区域、影响区域、决定区域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.3.2 能量估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

2.4 傅立叶变换求解热方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

2.4.1 傅立叶变换法求解欧氏空间热方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.4.2 热核与解的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

2.4.3 热方程的其它性质：衰减速率、倒向唯一性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.5 波动方程的傅立叶方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

2.5.1 方程的求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

2.5.2 能量均分原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

2.6 *震荡积分简介 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

2.6.1 震荡积分的衰减估计、固相法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2.6.2 曲面测度的傅立叶变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

第三章 一维边值问题的分离变量法 91

3.1 波方程的分离变量法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

3.1.1 Dirichlet边值条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.1.2 两个例子：驻波、共振 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98

3.1.3 Neumann边界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

3.2 热方程的分离变量法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.2.1 Dirichlet边界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

3.2.2 Neumann边界条件 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

3.3 求解特殊区域内的调和函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

3.3.1 圆盘内的调和函数求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

3.3.2 泊松公式和非切向极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

3.3.3 径向调和函数的求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

3.4 分离变量法的数学原理：特征函数系的完备正交性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

3.4.1 一维特征值问题：Sturm-Liouville理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

3.4.2 (−∆)的主特征值变分原理：分离变量法的根基 . . . . . . . . . . . . . . . . 119



目录 v

第四章 极大值原理 127

4.1 热方程的极大值原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.1.1 热方程的弱极大值原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

4.1.2 热方程初边值问题的点态估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

4.2 调和函数的基本性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

4.2.1 调和函数的平均值原理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

4.2.2 强极值原理和 Hopf引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

4.2.3 Harnack不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

4.2.4 梯度估计和 Liouville定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

4.2.5 *光滑性和实解析性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

4.2.6 调和函数的可去奇点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

4.3 椭圆算子的极大值原理与 Harnack不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

4.3.1 极值原理和 Hopf引理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

4.3.2 *Harnack不等式：对数梯度估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

第五章 位势方程的求解与 Schauder估计 163

5.1 欧氏空间情况的求解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163

5.2 边值问题的格林函数方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167

5.2.1 格林函数的形式推导 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

5.2.2 格林函数的对称性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170

5.2.3 两个实例计算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

5.3 *位势方程解的 C2,� 估计 (TBA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

5.4 *边值问题解的 Schauder估计 (TBA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

5.5 *Dirichlet边值问题解的存在性 (TBA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178

第六章 *变分法简介 179

6.1 一阶变分：欧拉-拉格朗日方程（最小作用量原理） . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179

6.1.1 若干实例：各种基本方程的导出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180

6.1.2 二阶变分：凸性假设 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183

6.2 变分不等式：椭圆自由边界问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186

6.3 诺特定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

6.3.1 定理的叙述与证明 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

6.3.2 几个实例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190



vi 目录

附录 A 常用记号 195
A.1 常用符号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
A.2 函数相关的记号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195
A.3 求导相关的记号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
A.4 函数空间的记号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

附录 B 多变量微积分的常用公式 199
B.1 分部积分公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199
B.2 积分的极坐标表示、移动区域上的积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
B.3 卷积与光滑化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

附录 C 傅立叶级数与傅立叶变换 205
C.1 傅立叶变换 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
C.2 傅立叶级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

C.2.1 C1 函数傅立叶级数的逐点收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214
C.2.2 Cesàro平均收敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218
C.2.3 傅立叶级数的 L2 理论 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

附录 D 二阶线性偏微分方程的分类 229
D.1 分类方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229
D.2 具有非负特征的二阶偏微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230

D.2.1 问题的提出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
D.2.2 Fichera定理与例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231



第零章 引言

与其它很多纯数学中的分支完全不同，微分方程这个学科的研究对象往往直接来源于现实中

的物理模型以及几何学中需要定量分析的问题。以物理问题为例，大到黑洞的形成、洋流的运动、

云朵的形成，小到微观粒子的碰撞，它们的行为都可以被不同类型的偏微分方程（组）在各种给

定条件下定量刻画，而偏微分方程这门学科的目的之一就是对这些现象进行严格的数学分析。

0.1 偏微分方程的基本术语

本课程中我们记空间维数为 d. 并假设 Ω ⊂ ℝd 是一个开集。

定义 0.1.1 (k 阶偏微分方程). 设 k 是正整数。我们称如下表达式是一个k 阶偏微分方程

F()ku(𝒙), )k−1u(𝒙),⋯ , )u(𝒙), u(𝒙),𝒙) = 0, 𝒙 ∈ Ω. (*)

其中

F ∶ (ℝd)k × (ℝd)k−1 ×ℝd ×ℝ × Ω→ ℝ

是给定的函数，u ∶ Ω→ ℝ是未知函数.

部分情况下我们假设 Ω是单连通集（即任意闭曲线可以形变收缩成一个点）以简化不必要的
技术困难。

接下来我们介绍与“线性”相关的术语。对一阶导数
)

)xi
,我们常常简记为 )xi 或者 )i. 设 � =

(�1,⋯ , �d)是多重指标，我们记 )� ∶= )�1x1 ⋯ )�dxd 以及 |�| ∶= �1 +⋯ + �d.

定义 0.1.2 (偏微分方程的线性与非线性). 我们称

• (*)是线性 (linear)的，是指它具有形式

∑

|�|≤k
a�(𝒙))�u = f(𝒙),

其中 a� (|�| ≤ k)和 f(𝒙)是给定的（与 u 无关）。若 f ≡ 0，则称它是齐次 (homogeneous)

1
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线性方程,否则称之为非齐次 (non-homogeneous)线性方程.
• (*)是半线性 (semilinear)的，是指它关于最高阶项是线性的，即具有形式

∑

|�|=k
a�(𝒙))�u + b()k−1u,⋯ , )u, u,𝒙) = 0.

• (*)是拟线性 (quasilinear)的，是指它最高阶项的系数只依赖 u和 u的更低阶导数，即具有
形式

∑

|�|=k
a�()k−1u,⋯ , )u, u,𝒙))�u + b()k−1u,⋯ , )u, u,𝒙) = 0.

• (*)是完全非线性 (fully nonlinear)的，是指它关于最高阶导数仍是非线性的。

0.2 常见例子

本节我们介绍若干常见的偏微分方程。记∇ ∶= ()1,⋯ , )d)是梯度算子，∆ ∶= )21+⋯+)2d = ∇⋅∇
是 Laplace算子。

常见的线性偏微分方程

本课程中，我们主要学习如下几类线性偏微分方程的显式求解与基本性质分析。

• (传输方程) )tu + 𝐛 ⋅∇u = f, (波动方程) )2t u − c2∆u = f.
• (Laplace方程) ∆u = 0, (Poisson方程) −∆u = f,
(Helmholtz方程) −∆u = �u.

• (热传导方程) )tu − k∆u = f, (Schrödinger方程) i)tu + ∆u = f.

除此之外，还有一些其它常见的线性偏微分方程，例如

• (Klein-Gordon方程) )2t u − ∆u +m2u = 0, (m ∈ ℝ).
• (阻尼波方程) )2t u + �)tu − ∆u = 0 (� > 0).

• (Fokker-Planck方程) )tu −
d∑

i,j=1
)i)j(aiju) − ∇ ⋅ (𝐛u) = 0.

• (Airy方程) )tu + )3xu = 0.
• (线性弹性方程) )2t𝐮 − �∆𝐮 − (� + �)∇(∇ ⋅ 𝐮) = 𝟎.
• (Maxwell方程组)

)t𝐄 = ∇ × 𝐁, )t𝐁 = −∇ × 𝐄, ∇ ⋅ 𝐁 = ∇ ⋅ 𝐄 = 0.

下面再列出一些常见的非线性偏微分方程 (组)
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• 半线性方程: 把上面的 f 换做 f(u)，例如多项式非线性 f(u) = cup, c|u|p−1u, p ≠ 1.
• (Burgers方程) )tu + u()xu) = �)2xu (� ≥ 0).
(一维守恒律方程) )tu + ∇ ⋅ 𝐅(u) = 0,其中 𝐅为向量值函数.
(守恒律方程组) )t𝐮 + ∇ ⋅ 𝐅(𝐮) = 𝟎,其中 𝐮,𝐅为向量值函数.

• (KdV方程) )tu + )3xu + 6u)xu = 0.
• (Hamilton-Jacobi方程) )tu +H(∇u,𝒙) = 0.
• (多孔介质方程) )tu − ∆(u
) = 0 u ≥ 0, 
 > 1.
• (极小曲面方程) ∇ ⋅ ( ∇u

√
1+|∇u|2

) = 0.

• (Monge-Ampère方程) det∇2u − K(𝒙)(1 + |∇u|2)
d+2
2 = 0.

• (不可压缩欧拉方程组 (� = 0)和 Navier-Stokes方程组 (� > 0))

⎧

⎨
⎩

)t𝐮 + 𝐮 ⋅∇𝐮 − �∆𝐮 = −∇p

∇ ⋅ 𝐮 = 0
.

0.3 偏微分方程的 ‘‘适定性”

给定一个 PDE问题，我们主要关注它的适定性 (well-posedness)，即：

(1) 方程的解存在；

(2) 方程的解唯一；

(3) 方程的解连续依赖问题给定的初/边值。

最后一个条件对于物理应用问题尤为重要：当偏微分方程问题的给定条件发生微小变化时，我

们希望（唯一的）解也仅发生微小变化。另一方面，对于许多问题来说，我们并不期待解的唯一

性。在这些情况下，我们则需要对解进行分类并进行更细致的刻画。不难认为，在 (1)-(3)的意义
下“求解”偏微分方程是可取的。但请注意，我们仍然没有严格定义“解”的含义。例如，我们

是否应该要求“解”必须是实解析的，或者至少是无限可微的？这或许是可取的，但往往要求过

高了。更明智的做法是要求阶为 k的偏微分方程的解至少 k阶连续可微。这样，至少偏微分方程
表达式中的每一项都逐点可定义且连续。我们可将具有光滑性的解称为偏微分方程的古典解：这

无疑是最显而易见的解的概念。因此，在古典意义上求解偏微分方程，是指尽可能写出满足上述

(1)-(3)的古典解公式，或者至少证明这样的解存在，并推导出它的各种性质。这也是这门课的主
要任务。

然而，我们并非在所有情况下都能求得古典解的存在性。以第1.4节的守恒律方程 )tu+)x(F(u)) =
0为例，即便初值的有界的光滑函数，我们也很容易构造出在有限时间就爆破的解。解发生爆破时
产生激波，即方程的解沿着某条曲线出现某些间断。所以，如果要对该类方程求得整体解（即对
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所有时间 t 都存在的解），我们就不得不“弱化”解的定义，退而求其次考虑所谓的“弱解”。换
言之，特定方程的结构可能会迫使我们放弃直接寻找光滑的经典解。相反，我们仍然希望在满足

适定性条件 (1)-(3)的同时，在更广的范围内寻求解的存在性。事实上，即使对于那些最终能够证
明古典解存在性的偏微分方程，我们往往也需要一开始先求得“弱解”的存在性，然后再借助实

分析、泛函分析的工具证明这个弱解实际上是我们需要的古典解。也就是说，更合理的方法是将

存在性问题和光滑性（或正则性）问题分开考虑。而这些主要是“微分方程 2”这门本研贯通课程
讨论的内容，往往需要在 Sobolev空间中讨论。

对发展方程（即含有时间变量的方程）而言，我们往往只能先求得解的局部适定性 (local well-
posedness),即在一个较短的、依赖于初值的时间区间 [0, T]内的适定性。在此基础上，我们可以探
索解的长时间存在性和具体的长时间行为，而这类问题是没有普适性的方法的，这是因为不同的

偏微分方程对应的物理或者几何背景完全不同，其解的演化机制也完全不同。一般来说，若要求

得长时间存在性，则需要先结合局部适定性的证明来得到一个“爆破准则”或者“解的延拓准则

(continuation criterion)”,即证明“若某某量在 T0 时刻仍然保持有界，则方程的解在 T0 时刻就可
以继续延伸下去”之类的论断。这个论断里面的“某某量”，往往来源于方程自身的守恒量或是一

些重要的物理量。需注意，并不是所有的方程都能求得解的整体适定性 (global well-posedness,即对
任意时间都适定)或是长时间适定性，有时候我们需要在方程的一个特解（往往是某些特殊的稳态
解）附近作扰动才能求得在该特解附近的稳定性，具体还可以分成轨道稳定性 (orbital/structural
stability)和渐近稳定性 (asymptotic stability)等等类型。反过来，我们也可以证明一些方程解的有
限时间爆破，甚至人为构造出具有特定形式的爆破解，并研究其具体形态。
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一阶偏微分方程一般具有 F(∇u, u,𝒙) = 0 的形式, 其中 u ∶ Ω → ℝ 是未知函数, Ω ⊂ ℝd 是

一个开集, F ∶ ℝd × ℝ × Ω → ℝ 是给定的函数. 特别地, 传输方程 (transport equation), 即形如
)tu + 𝐜 ⋅ ∇u = f 的方程,是最简单的一类一阶偏微分方程,这里 t 代表时间变量, 𝒙代表空间变量.
本章我们主要讲授如何利用特征线法求解传输方程,它在后续章节求解波动方程时还会用到. 进一
步地, 我们还可以用特征线法求解一类最简单的非线性一阶方程——Burgers 方程. 本章末节简要
介绍了以 Burgers方程为例的一维守恒律方程解的存在性和唯一性问题.

在进入正文之前, 我们先简要介绍传输方程的推导. 不妨设空间维数 d = 1, 我们考虑物质在
一维管道内的传输, 例如河流中的污染物、路上的车辆等等. 设在 t 时刻, x 位置处该物质的密度
为 u(t, x),其运输速度为 c(t, x),并假设总质量既不增加也不减少. 现在来计算 u(t, x)的演化方程.
考虑一个小区间 [a, b] ⊂ ℝ内的物质运输,在 t 时刻,该区间内物质总量为

m(t) ∶= ∫
b

a
u(t, x) dx.

对时间变量求导,得到
d
dt
m(t) = ∫

b

a
)tu(t, x) dx.

另一方面, 在一个很短的时间段 [t, t + dt]内, 端点 x = b 处输出了质量为 u(t, b)c(t, b) dt 的物质,
而在端点 x = a处输入了质量为 u(t, a)c(t, a) dt 的物质. 据微积分基本定理得到

d
dt
m(t) = −u(t, b)c(t, b) + u(t, a)c(t, a) = −∫

b

a
)x(u(t, x)c(t, x)) dx.

结合 m′(t)的两个表达式,得到

∫
b

a
)tu + )x(c(t, x)u(t, x)) dx = 0 [a, b] ⊂ ℝ ⇒ )tu + )x(cu) = 0, ∀x ∈ ℝ.

5
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1.1 特征线法

本节讲述如何利用特征线法显式求解传输方程 )tu + 𝐜(t,𝒙) ⋅∇u = f(t,𝒙).

1.1.1 常系数情况

我们首先考虑常系数的情况,即 𝐜(t,𝒙)为常值向量 𝐜 = (c1,⋯ , cd) ∈ ℝd. 先考虑如下齐次方程

)tu + 𝐜 ⋅∇u = 0 t > 0, 𝒙 ∈ ℝd. (1.1.1)

不难看出,方程(1.1.1)表明 u的某个方向导数恒为零. 事实上,我们可以将方程写作 (1, 𝐜)⋅∇t,𝒙u = 0
的形式,其中 ∇t,𝒙 = ()t, )x1 ,⋯ , )xd). 这样,令

z(�) ∶= u(t + �,𝒙 + �𝐜) (� ∈ ℝ),

据链式法则有

dz
d�

= )tu(t + �,𝒙 + �𝐜) +
d∑

i=1
ci)xiu(t + �,𝒙 + �𝐜) = 0.

这说明,沿着任一平行于 (1, 𝐜) ∈ ℝ ×ℝd 方向的直线, z(⋅)作为变量 � 的函数是常值. 因此,现在就
只需要计算 u在每条这样的直线（又称“特征线”）上的取值即可.
据上述讨论,我们可以求解如下初值问题

⎧

⎨
⎩

)tu + 𝐜 ⋅∇u = 0 (t,𝒙) ∈ (0,∞) ×ℝd,

u(0,𝒙) = g(𝒙) t = 0,𝒙 ∈ ℝd.
(1.1.2)

特别地,我们已经证明了对固定的 (t,𝒙)有 u(t,𝒙) = u(t + �,𝒙 + �𝐜)对任意 � ∈ ℝ成立,即 u 沿着
任一平行于 (1, 𝐜) ∈ ℝ ×ℝd 方向的直线是常值. 现在令 � = −t 并代入初值得到

u(t,𝒙) = g(𝒙 − t𝐜) ∀t ≥ 0, 𝒙 ∈ ℝd.

注意: 这里得到的解未必是 C1 的,除非我们假设初值 g ∈ C1(ℝd).
接下来我们求解非齐次传输方程. 设 f(t,𝒙)是给定的连续函数,考虑如下方程

⎧

⎨
⎩

)tu + 𝐜 ⋅∇u = f(t,𝒙) in ℝ+ ×ℝd

u(0,𝒙) = g(𝒙) on {t = 0} ×ℝd.
(1.1.3)
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此时函数 z(�) ∶= u(t + �,𝒙+ �𝐜) (即为 u沿着特征线的取值)不再是常数,而是满足如下常微分方
程

dz
d�

= f(t + �,𝒙 + �𝐜),

两边对 �变量从 −t 到 0积分,得到

u(t,𝒙) = z(0) = z(−t) + ∫
0

−t
z′(�) d� = g(𝒙 − t𝐜) + ∫

0

−t
f(t + �,𝒙 + �𝐜) d�

= g(𝒙 − t𝐜) + ∫
t

0
f(�,𝒙 + (� − t)𝐜) d�. (1.1.4)

这个结论会在求解一维波动方程时用到.
当非齐次项 f 包含未知函数 u 时,我们可以采用类似的方法求解. 但此时,解未必是整体存在

的 (即不一定对全体 t ∈ ℝ都有定义),而且我们未必能求出解的显式表达式.

例 1.1.1. 设 b, c ∈ ℝ是给定的常数,求解如下方程

⎧

⎨
⎩

)tu + b)xu + cu = 0 in ℝ+ ×ℝ,

u(0, x) = g(x) on {t = 0} ×ℝ.
(1.1.5)

解. 第一步, 我们仍然是计算特征线的方程. 由于 b ∈ ℝ 是常值, 我们仿照之前的讨论可以算得特
征线即为 x = tb + k (k ∈ ℝ). 也就是说,对任意给定的 k ∈ ℝ,如上传输方程在直线 x = tb + k 上
会变成一个常微分方程: 令 z(t) = u(t, tb + k),则有

dz
dt

= −cz ⇒ z(t) = z(0)e−ct = u(t, tb + k).

现在我们代入 k = x − tb将参数 k 消去,并代入初值可得

u(t, x) = g(x − tb)e−ct.

特别地, 若 c > 0, 则 “+cu’’ 这一项被称作传输方程中的阻尼 (damping) 项, 此时方程的解关于时
间变量是指数衰减的.

1.1.2 变系数情况

若传输方程中的 𝐜 = 𝐜(t,𝒙)项不是常数,我们则需寻找向量 𝐯(t,𝒙) ∈ ℝ×ℝd,使得 𝐯⋅∇t,𝒙u = f.
这个 𝐯 一旦找到, 那剩下要做的无非就是沿着 𝐯 方向积分来求解方程. 本节我们只考虑 d = 1 的
情况,方程为 )tu + c(t, x))xu = f.
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定义 1.1.1 (一维传输方程的特征曲线 (characteristic curve)). 对传输方程 )tu+ c(t, x))xu = f,常微
分方程

dx
dt

= c(t, x)解对应的积分曲线被称作该传输方程途径 (t, x)的特征曲线.

显见, 上述常微分方程的积分曲线在 (t, x)-平面中未必是一条直线. 对变系数传输方程, 即使
给定初值,我们也不一定能通过特征线法求得 u(t, x)在全体 (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ处的取值,且看下例.

例 1.1.2. 计算方程 ut + 2tx2ux = 0, (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ的解.

解. 第一步仍然是计算特征线的方程,据定义,我们求解如下常微分方程

dx
dt

= 2tx2 ⇒ x = − 1
t2 + C

, C ∈ ℝ.

对给定的 C ∈ ℝ,令 z(t) = u(t,− 1

t2+C
),则有

dz
dt

= d
dt
(z (t,− 1

t2 + C
)) = ()tu(t, x) + 2tx2ux)

|||||||x=− 1
t2+C

= 0,

其表明在曲线 (t,− 1

t2+C
)上,恒有 z(t) = F(C),其中 F ∈ C1(ℝ)是任意的. 现在我们将 C = −t2 − 1

x
代入,消去参数 C,得到

u(t, x) = F(−t2 − 1
x ) = G(t2 + 1

x ),

其中 F, G 是任意的 C1(ℝ)函数.
为了确定 F(或 G)的具体形式, 我们需要给定额外的条件. 然而我们发现, 即便给定 u 在初始

时刻 {t = 0}或其它任何时刻 {t = T}的取值,我们仍然无法确定 u(t, x)在全体(t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ处的
取值. 例如,考虑 C = ±1,若我们给定 u在 t = T 时刻的取值，则不论 T 为何值，我们都无法计算
u(t, x)在 x = − 1

t2−1
上的取值,这是因为 {t = T}至多只与积分曲线 x = − 1

t2−1
的某一支相交。

−3 −2 −1 1 2 3

−4

−2

2

4
t = 1

x = − 1

1+t2

x = − 1

t2−1

t

x

图 1.1: 积分曲线和初值的图像：初值给定在 {t = 1}，积分曲线为 x = − 1

1+t2
和 x = − 1

t2−1
.

换言之,若要确定 u(t, x)在全体 (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ处的取值,则必须要在一条与全体特征线都相
交的曲线上给定 u的取值.
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1.1.3 非线性方程的求解实例: Burgers方程

我们在本节的末尾介绍一个最简单的一阶非线性偏微分方程的例子——Burgers方程. 考虑无
粘 (inviscid) Burgers方程的初值问题,其中 ' ∈ C(ℝ).

ut + uux = 0 t > 0, x ∈ ℝ u(0, x) = '(x) x ∈ ℝ. (1.1.6)

无粘 Burgers方程本身是模拟冲击波传播和反射的守恒律方程,接下来我们会看到即使初值是光滑
函数,无粘 Burgers方程的解也会在有限时间内发生爆破.

首先我们计算特征线满足常微分方程
dx

dt
= u(t, x(t)). 所以沿着特征曲线, 我们可以将无粘

Burgers 方程改写作 d

dt
(u(t, x(t))) = 0, 从而 u(t, x(t)) = u(0, x(0)) = '(x(0)). 将该结果代入 dx

dt
=

u(t, x(t)),我们有

x(t) − x(0) = ∫
t

0
x′(�) d� = ∫

t

0
u(�, x(�)) d� = ∫

t

0
'(x(0)) d� = t'(x(0)).

所以 x(0) = x(t) − ut,进而 Burgers方程的解可由如下隐式方程给出

u(t, x) = '(x(t) − ut). (1.1.7)

注意,如上解存在的前提是不同的特征线彼此不相交. 换言之,如果解的特征线相交,则会产生激波
(shock wave)1, 进而 Burgers 方程的经典解无法整体存在 (即不可能对任意 t ∈ ℝ 都存在), 而特征
线是否相交则取决于初值 '的选取,且看下例.

记由 x1(0) = x1(t) − u(t, x1(t))t 和 x2(0) = x2(t) − u(t, x2(t))t 给出的特征线分别为 Cx1 和 Cx2 .
可见, Cxi 是 ℝ2 上斜率为 1∕'(xi(0)) 的直线, 在该直线上 u 恒为常值 '(xi(0)). 所以如果我们假设
x1(0) < x2(0)且 '是单调递减函数,那么我们就发现两条特征线在 (X, T) ∈ ℝ2 处相交，如下图

x

t

O x1 x2

交点

图 1.2: Burgers方程不同特征线在有限时间内相交的实例

1这里的“特征线相交”是激波解的直观定义. 双曲守恒律方程的间断解并非只有激波这一种, 具体的严格定义请
参考 Evans [3]第 3.4节和第 11章.



10 第一章 一阶偏微分方程简介

我们甚至可以解得特征线相交的时间为

T = −
x1(0) − x2(0)

'(x1(0)) − '(x2(0))
.

例如 '(x) = −x 时,我们有 u = ut − x,进而解的表达式为 u = x

t−1
,其右端在 t → 1− 时发生爆破。

读者也许会进一步发问: 爆破发生之后, 解会以怎样的形式存在？回答这个问题, 我们需要严
格引进激波和弱解的概念,我们留到第1.4节来讨论.

习题 1.1

习题 1.1.1. 传输方程 (1 + t2))tu+ )xu = 0的特征线方程是什么？计算其表达式,并在 xOt平面作
图.

习题 1.1.2. 解方程 x)tu + t)xu = 0 (t, x ∈ ℝ), u(0, x) = e−x2 . 并说明 tOx 平面中哪些部分的解由
该初值唯一确定？

习题 1.1.3. 考虑方程 3uy + uxy = 0.

(1) 计算方程的通解. （提示: 令 v = )yu.）
(2) 若假设 u(x, 0) = e−3x, uy(x, 0) = 0,方程的解是否存在？是否唯一？

习题 1.1.4. 对无粘 Burgers方程(1.1.6),证明: ∫ℝ u dx 和 ∫ℝ u
2 dx 都是关于时间 t 的守恒量.

习题 1.1.5. 对无粘 Burgers 方程(1.1.6), 若初值 ' ∈ C1 满足 '′ ≥ −C 对某个常数 C > 0 恒成立.
证明: 方程(1.1.6)在区域 [0, 1∕C) ×ℝ有 C1 解,并满足对任意的 t ∈ [0, 1∕C), x ∈ ℝ都有

)xu(t, x) ≥
1

t − C−1

恒成立.

提示：考虑 v = )xu满足的方程，并计算沿着 u的特征线上 v 的方程会变成一个怎样的常微
分方程。

1.2 一维边值问题的定解

之前我们求解了 ℝd 中的传输方程, 现在问: 如果 𝒙 取值的区域带边界, 情况会如何？一个最
直接的问题就是, 除了初值条件之外, 是否还要在区域边界给定边界条件？如果需要, 那么需要给
定几个边界条件, 怎样的边界条件？在求解之前, 搞清楚这些问题是必要的, 否则方程的解会超定
或不能唯一确定. 一般来说, 这个问题的答案很复杂. 本节我们以半直线上的初边值问题这个最简
单的情况为例,讨论如何定解传输方程的边值问题.



1.2 一维边值问题的定解 11

设时间变量 t > 0,空间变量 x ∈ ℝ− = (−∞, 0), � ∈ ℝ是给定的常数. 考虑如下方程

⎧

⎨
⎩

ut + �ux = 0 (t, x) ∈ (0,∞) × (−∞, 0),

u(0, x) = u0(x) on {t = 0} × (−∞, 0),
(1.2.1)

其中初值 u0 ∈ C1(−∞, 0]给定.
如果我们考虑 ℝ上这个方程的求解,我们很容易计算出解的表达式为 u(t, x) = u0(x − �t). 但

如果考虑负半轴 ℝ− 上的传输方程,就必须注意到 u0 只在负半轴 x < 0上有定义. 当 � ≥ 0时,我
们总有 x− �t < 0,所以表达式 u(t, x) = u0(x− �t)仍然对全体 (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ−都成立. 也就是说,
当 � ≥ 0时,我们不需要在 {x = 0}上设定额外的边界条件就能定解这个方程.

但若 � < 0, 我们发现表达式 u(t, x) = u0(x − �t)只能给出方程在区域 {t > 0, x < 0|t ≤ x∕�}
中的解. 以 � = −1∕2为例,我们作图如下,其中方程在区域 {t > −2x}内的解仍然是未知的.

x

t

O
t = −2x

−2 −1 1

1

2

3

4
{t > −2x}部分不能被初值确定

{t < −2x}部分被初值确定

图 1.3: 特征线 t = −2x 的图像和初值能唯一确定解的区域

现在我们假设 � < 0来求解方程(1.2.1),此时我们需要加上一个边界条件,方程如下

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

ut + �ux = 0 (t, x) ∈ (0,∞) × (−∞, 0),

u(0, x) = u0(x) on {t = 0} × (−∞, 0),

u(t, 0) = g(t) on (0,∞) × {x = 0}

(1.2.2)

其中 g ∈ C1([0,∞))是给定的函数.
我们现在已经在区域 {t < x∕�} 上求得解为 u(t, x) = u0(x − �t)，那么它仍然需要满足边界
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条件 u(t, 0) = g(t). 故在该表达式中令 x = 0, 我们得到 u0(−�t) = g(t) 对任意 t > 0 都成立, 即
对任意 x < 0 都有 u0(x) = g(−x∕�). 所以, 在区域 {t > 0, x < 0|t > x∕�} 中, 方程的解应当为
u(t, x) = g(t − x

�
).

现在我们可以得到结论: 当 � < 0时,传输方程初边值问题(1.2.2)的解为

u(t, x) =
⎧

⎨
⎩

u0(x − �t) t ≤ x

�
,

g(t − x

�
) t > x

�
.

然而,我们还需要对该解进行进一步分析,这是因为经典解要求 u(t, x) ∈ C1
t,x([0,∞) × (−∞, 0]) (否

则方程未必能在区域内逐点成立),而我们上面得到的表达式给出的解是由 u0(x−�t)和 g(t− x

�
)拼

接起来的,我们尚不明确它在交界线 {x = �t}上是否保持 C1可微性. 由特征线本身的性质,我们只
需要搞清楚解在角点 (t, x) = (0, 0)处是否具有 C1 连续可微性即可. (思考为什么?)

• 函数 u的连续性: 令 t = x = 0,我们得到g(0) = u0(0).
• 一阶导数的连续性: 利用方程本身,我们得到

lim
t,x→0

()tu + �)xu) = 0 ⇒ g′(0) + �u′0(0) = 0.

换言之, 当初值 u0 和边值 g 满足条件 g(0) = u0(0) 和 g′(0) + �u′0(0) = 0 时, 方可证得 u(t, x) ∈
C1
t,x([0,∞) × (−∞, 0]). 这两个条件被称作初值满足的相容性条件 (compatibility conditions).

关于一阶偏微分方程的一般理论和边值问题存在性理论,我们将在第1.3节来讨论.

习题 1.2

习题 1.2.1. 设正整数 N ≥ 2. 令 U(t, x) = (u1(t, x),⋯ , uN(t, x))⊤ 是由 N 个未知函数组成的向量,
A ∈ ℝN×N 是 N ×N 的常系数、实对称方阵. 现在考虑如下由 N 个传输方程组成的方程组

⎧

⎨
⎩

Ut + AUx = 0 t > 0, x < 0;

U(0, x) = F(x) t = 0, x < 0,
(1.2.3)

其中 F(x) = (F1(x),⋯ , FN(x))⊤ 是给定的向量值函数,其中 Fi ∈ C1(−∞, 0].

(1) 若 A = diag(�1,⋯ , �N), 其中 �1 ≤ �2 ≤ ⋯ ≤ �m < 0 < �m+1 ≤ ⋯ ≤ �N. 问: 对哪些
i ∈ {1, 2,⋯ , N},我们需要对 ui(t, 0)加边界条件？

(2) 对一般的常系数实对称方阵 A ∈ ℝN×N, 方程组(1.2.3)需要加多少个边界条件, 才能使得
U(t, x)的取值在整个区域 {t > 0} × {x < 0}上被唯一确定？
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1.3 *一阶非线性偏微分方程的一般理论

设 u ∶ Ω→ ℝ是未知函数,其中 Ω ⊂ ℝd 是一个开集, F ∶ ℝd ×ℝ × Ω→ ℝ是给定的.

记号 1.3.1. 对 𝒑 ∈ ℝd, z ∈ ℝ,𝒙 ∈ ℝd, 记 F = F(𝒑, z,𝒙) = F(p1,⋯ , pd, z, x1⋯ , xd). 这里的 𝒑在
实际用的时候往往取成标量函数 u的梯度 ∇u(𝒙), z往往取成标量函数 u本身. 我们假设 F关于其
各个分量都是光滑的,并记

∇𝒑F = ()p1F,⋯ , )pdF), ∇zF = )zF, ∇𝒙F = ()x1F,⋯ , )xdF).

今考虑在 Ω内求解一阶非线性偏微分方程 F(∇u, u,𝒙) = 0. 若 Ω带边界, 则考虑在边界的子
集 Γ ⊆ )Ω上设置边界条件 u = g,其中 g是给定的函数.

一阶非线性偏微分方程（组）在物理中经常出现,尤其是在连续介质力学（以流体力学方程为
主的各类守恒律方程）和光学（描述波前的运动）中有非常多的实际模型都由一阶偏微分方程组

刻画. 本节主要讨论局部解的存在性理论, 所用方法即为之前章节提到的特征线法. 需注意, 一阶
方程未必能直接求得整体解 (即对全体 t ∈ ℝ都存在的解),之前我们算过的 Burgers方程就是一个
很好的例子.

1.3.1 特征线方程组

考虑一阶偏微分方程

F(∇u, u,𝒙) = 0 𝒙 ∈ Ω, (1.3.1)

并在 Γ ⊆ )U 设定了边界条件 u = g. 此处我们假设 F, g都是给定的光滑函数.

我们现在希望将前两节讨论的特殊情况的特征线法推广到这个一般的方程. 特征线法的基本
想法很直观: 现在我们已经知道了 u 的一部分边值是 g, 那么对区域内部的点 𝒙, 我们希望找到一
条合适的曲线将 𝒙 ∈ Ω和边界上一点 𝒙0 ∈ Γ连接起来,使得我们能够较为方便地计算 u沿着该曲
线的取值.

我们假设这条“合适的曲线”是参数曲线 𝐱(s) ∶= (x1(s),⋯ , xd(s)),其中参数 s属于某个开区
间 I. 设 u ∈ C2 是(1.3.1)的一个解,令

z(s) ∶= u(𝐱(s)), 𝐩(s) ∶= ∇u(𝐱(s)), 即pi(s) = )xiu(𝐱(s)), 1 ≤ i ≤ d.

也就是说 z(⋅)给出了 u沿着参数曲线的取值,而 𝐩(⋅)给出的是 ∇u沿着参数曲线的取值. 现在就需



14 第一章 一阶偏微分方程简介

要选取合适的 𝐱进而方便我们作计算了. 为此,对 pi 满足的方程求导,得到

dpi

ds
(s) =

d∑

j=1
)xi)xju(𝐱(s))

dxj

ds
(s),

然而这个表达式出现了 u 的二阶导数, 并不是很好用. 另一方面, 我们可以在方程(1.3.1)两边对 xi
求导,得到

d∑

j=1
)pjF(∇u, u,𝒙))xi)xju + )zF(∇u, u,𝒙))xiu + )xiF(∇u, u,𝒙) = 0. (1.3.2)

该式中,如果我们进一步假设 (记 =̇ d

ds
)

ẋj(s) = )pjF(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)), 1 ≤ j ≤ d, (1.3.3)

则在 𝒙 = 𝐱(s)处,我们有

d∑

j=1
)pjF(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)))xi)xju(𝐱(s)) + )zF(𝐩(s), z(s), 𝐱(s))pi(s) + )xiF(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)) = 0.

而 pi(s) = )xiu(𝐱(s)),对 s求导得到 ṗi(s) =
d∑

j=1
)xi)xju ẋ

j(s),进而联立上面两个式子得到

ṗi(s) = −)zF(𝐩(s), z(s), 𝐱(s))pi(s) − )xiF(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)) = 0.

我们再对 z(s) = u(𝐱(s))求导得

ż(s) =
d∑

j=1
)xju(𝐱(s))ẋ

j(s) =
d∑

j=1
pj(s))pjF(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)).

定义 1.3.1 (特征方程). 我们称如下方程组为(1.3.1)的特征方程

𝐩̇(s) = − ∇𝒙F(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)) − ∇zF𝐩(s), (1.3.4)

ż(s) = ∇𝒑F(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)) ⋅ 𝐩(s), (1.3.5)

𝐱̇(s) = ∇𝒑F(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)). (1.3.6)

进一步地,对任意 s ∈ I,成立 F(𝐩(s), z(s), 𝐱(s)) ≡ 0.
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定义 1.3.2 (特征曲线). 我们称(1.3.4)-(1.3.6)给出的 𝐩, z, 𝐱 为方程(1.3.1)的特征. 其中 𝐱(⋅) 被称作
投影特征 (projected characteristics),即为轨迹 (𝐩(⋅), z(⋅), 𝐱(⋅)) ⊂ ℝ2d+1 在 Ω ⊂ ℝd 上的投影.

至此,我们实际上证明了

定理 1.3.1 (特征方程组的结构). 设 u ∈ C2(Ω) 是方程(1.3.1)在 Ω 中的解, 并假设 𝐱(⋅) 满足方
程(1.3.6), 其中 𝐩(⋅) = ∇u(𝐱(⋅)), z(⋅) = u(𝐱(⋅)). 则对任意满足 𝐱(s) ∈ Ω的参变量 s, 都有 𝐩(⋅)满足
方程(1.3.4), z(⋅)满足方程(1.3.5).

接下来我们需要对常微分方程组(1.3.4)-(1.3.6)加上适当的初边值条件, 使得如上定理可以用
于求解一阶偏微分方程(1.3.1).

1.3.2 若干实例

在定解上述特征方程组之前,我们先看一些简单的例子,分别对应 F 是线性、拟线性和完全非
线性函数的情况.

F 是线性函数

此时我们假设方程为 F(∇u, u,𝒙) = 𝐛(𝒙) ⋅∇u(𝒙) + c(𝒙)u(𝒙) = 0, 𝒙 ∈ Ω. 则对应的 F(𝒑, z,𝒙) =
𝐛 ⋅ 𝒑 + c(𝒙)z, 进而 ∇𝒑F = 𝐛(𝒙). 该情况下, 方程(1.3.6)写作 𝐱̇(s) = 𝐛(𝐱(s)), 它是一个关于 𝐱(⋅)
的自治常微分方程组. 而方程(1.3.5)可以写作 ż(s) = 𝐛(𝐱(s)) ⋅ 𝐩(s), 代入 F 的表达式可得 ż(s) =
−c(𝐱(s))z(s), 它关于 z(⋅) 是线性方程. 所以该情况下, 特征线的只需要 𝐱 和 z 的方程就能刻画了,
不需要解出 𝐩(s).

𝐱̇(s) = 𝐛(𝐱(s)), ż(s) = −c(𝐱(s))z(s). (1.3.7)

例 1.3.1. 考虑方程

x)yu − y)xu = u in Ω, u = g on Γ. (1.3.8)

其中 Ω = ℝ+ ×ℝ+ 是第一象限, Γ = ℝ+ × {y = 0}是 x 正半轴.

解. 该例对应上面提到的线性方程的特殊情况: 𝐛 = (−y, x), c = −1. 从而特征线方程为

ẋ1 = −x2, ẋ2 = x1, ż = z.

直接求解可得

x1(s) = x0 cos s, x2(s) = x0 sin s, z(s) = z0es = g(x0)es,
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其中 x0 ≥ 0, 0 ≤ s ≤ �∕2.我们现在选取 s > 0, x0 > 0使得 (x, y) = (x1(s), x2(s)) = (x0 cos s, x0 sin s),
从而 x0 =

√
x2 + y2, s = arctan(y∕x). 因此解得

u(𝒙) = u(x1(s), x2(s)) = z(s) = g(x0)es = g(
√
x2 + y2)earctan(y∕x).

F 是拟线性函数

此时方程形式为

F(∇u, u,𝒙) = 𝐛(x, u(𝒙)) ⋅∇u(𝒙) + c(𝒙, u(𝒙)) = 0.

函数 F(𝒑, z,𝒙) = 𝐛(𝒙, z) ⋅ 𝒑 + c(𝒙, z),从而 ∇pF = 𝐛(𝒙, z),这样的话 𝐱(⋅)和 z(⋅)满足的方程为

𝐱̇(s) = 𝐛(𝐱(s), z(s)), ż(s) = 𝐛(𝐱(s), z(s)) ⋅ 𝐩(s) = −c(𝐱(s), z(s)). (1.3.9)

拟线性方程的最经典实例即为 Burgers方程 (𝒙 = (t, x),𝐛(𝒙, u(𝒙)) = (1, u), c = 0),之前我们已经算
过它的不同特征线可能会相交,从而解未必整体存在. 这里我们计算另一个例子

例 1.3.2. 考虑方程
)xu + )yu = u2 in Ω, u = g on Γ,

其中 Ω = {y > 0}是上半平面, Γ = {y = 0}是 x 轴.

解. 此时我们有 𝐛 = (1, 1), c = −z2,进而特征线应该满足方程

ẋ1 = 1, ẋ2 = 1, ż = z2.

直接计算可得

x1(s) = x0 + s, x2(s) = s, z(s) = z0

1 − sz0
=

g(x0)
1 − sg(x0)

,

其中 x0 ∈ ℝ, s ≥ 0.
今固定 (x, y) ∈ Ω, 我们选取 s > 0, x0 ∈ ℝ 使得 (x, y) 落在某条特征线上, 即 (x, y) =

(x1(s), x2(s)) = (x0 + s, s). 解得 x0 = x − y, s = y,这样得到

u(𝒙) = u(x1(s), x2(s)) = z(s) =
g(x0)

1 − sg(x0)
=

g(x − y)
1 − yg(x − y)

.

如果我们能保证 1 − yg(x − y)一直非零,那么该解在整个上半平面都存在.
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F 是完全非线性函数

该情况下,我们必须完整地求解特征方程组(1.3.4)-(1.3.6). 由于 F 的形式没有一个统一的表达
式,我们无法写出一般形式的特征方程组,此处仅以一个例子稍加说明.

例 1.3.3. 考虑 Hamilton-Jacobi方程 )tu +H(𝒙,∇u) = 0. 此时根据(1.3.4)-(1.3.6),我们可以得到

ẋj = )pjH(𝒙,𝒑), ṗj = −)xjH(𝒙,𝒑).

这些方程在经典力学中被称作 Hamilton方程.

推导过程. 令 𝒒 = (𝒑, pd+1), 𝒚 = (𝒙, t), G(𝒒, z,𝒚) ∶= pd+1 +H(𝒑,𝒙). 从而可以计算得

∇𝒒G = (∇𝒑H(𝒑,𝒙), 1), ∇𝒚G = (∇𝒙H(𝒑,𝒙), 0), ∇𝒙G = 0.

这样，(1.3.6)就变成下式

ẋi(s) = )piH(𝐩(s), 𝐱(s)), 1 ≤ i ≤ d, ẋd+1(s) = 1.

(1.3.4)就变成下式
ṗi(s) = )xiH(𝐩(s), 𝐱(s)), 1 ≤ i ≤ d, ẋd+1(s) = 0.

(1.3.5)变为
ż(s) = ∇𝒑H(𝐩(s), 𝐱(s)) ⋅ 𝐩(s) −H(𝐩(s), 𝐱(s)).

注记 1.3.1. 本例的结果同样可以用变分法推导出来，见习题6.1.6-6.1.7.

1.3.3 边值问题的局部存在性定理

本节我们考虑求解边值问题

F(∇u, u,𝒙) = 0 in Ω, u = g on Γ. (1.3.10)

其中 F, g 是光滑函数, Ω ⊂ ℝd 是开集, Γ ⊆ )Ω. 为了简化证明步骤, 省去不必要的麻烦, 我们直接
假设 Ω为上半空间 ℝd−1 × ℝ+, Γ ⊆ {xd = 0}是一个开子集, 并记 Γ内的点为 𝒚 ∈ ℝd−1. 对一般的
具有 C1 边界的区域 Ω,我们可以对其边界作局部拉直,见 Evans [3]第 3.2.3节.
要求解如上边值问题,我们仍需考虑所有满足 𝐱(0) ∈ Γ的全体特征 (𝐩(s), z(s), 𝐱(s)). 那么首要

问题就是: 我们给定的初始条件 𝒙0 ∶= 𝐱(0), z0 ∶= z(0),𝒑0 ∶= 𝐩(0)应当满足怎样的相容性条件,才
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能使得对应的方程(1.3.10)有解？

定义 1.3.3 (可容许边值 (Admissible boundary data)). 我们称 (𝒑0, z0,𝒙0)是可容许的 (admissible),是
指 𝒙0 = (𝒚0, 0) ∈ Γ且 (𝒑0, z0,𝒙0)满足如下相容性条件:

z0 = g(𝒚0), 𝒑0
j = )jg(𝒚0), F(𝒑0, z0,𝒙0) = 0, ∀1 ≤ j ≤ d − 1. (1.3.11)

换言之，如上条件保证了边值条件求切向导数后仍可保持，方程限制在边界上也要成立。

注记 1.3.2. 需注意的是, z0 确实是由边界条件和我们选取的 𝒙0 唯一确定的, 但是 𝒑0 的存在性和

唯一性都不能保证.

接下来我们问: 给定可容许边值 (𝒑0, z0,𝒙0), 它作一个小扰动之后是否还是可容许边值？即对
很靠近 𝒚0 的点 𝒚 ∈ ℝd−1,我们希望求解常微分方程组(1.3.4)-(1.3.6),其初始条件为

𝐩(0) = 𝐪(𝒚), z(0) = g(𝒚), 𝐱(0) = 𝒚. (1.3.12)

那么我们就需要找到函数 𝐪 = (q1(𝒚),⋯ , qd(𝒚))使得对任意充分靠近 𝒚0 的 𝒚 ∈ Γ都有

𝐪(𝒚0) = 𝒑0, qj(𝒚) = )jg(𝒚), F(𝐪(𝒚), g(𝒚),𝒚) = 0, 1 ≤ j ≤ d − 1. (1.3.13)

事实上,我们可以证明,若可容许边值是非特征的 (non-characteristic),则满足(1.3.13)的 𝐪是唯
一的.

引理 1.3.2. 若可容许边值 (𝒑0, z0,𝒙0)满足条件

)pdF(𝒑
0, z0,𝒙0) ≠ 0, (1.3.14)

则对任意充分靠近 𝒚0 的 𝒚 ∈ Γ,方程(1.3.13)的解 𝐪(⋅)存在且唯一. 满足条件(1.3.14)的边值被称作
是非特征的.

证明. 由于 g是给定的，所以它的切向导数 )jg(𝒚) =∶ qj(𝒚) (1 ≤ j ≤ d−1)也已经给定，我们只需
找到 qd(𝒚)使得 𝐪(𝒚) = (q1(𝒚),⋯ , qd(𝒚))满足方程 F(𝐪(𝒚), g(𝒚),𝒚) = 0即可. 由于 F(𝒑0, z0,𝒙0) = 0
和 (1.3.14)成立,那么 qd(𝒚)的存在唯一性可由隐映射定理直接给出.

定理 (隐映射定理). 设开集 D ⊆ ℝn ×ℝm, 𝐅 ∶ D → ℝm 满足条件

• 𝐅 ∈ C1(D);
• 存在一点 (𝒙0,𝒚0) ∈ D,使得 𝐅(𝒙0,𝒚0) = 0;
• 行列式 det[ )F

i

)yj
](𝒙0,𝒚0) ≠ 0,

则存在 (𝒙0,𝒚0)的一个邻域 G ×H,使得
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• 对任意 𝒙 ∈ G,方程 𝐅(𝒙,𝒚) = 𝟎在 H 中有唯一解,记作 𝒇(𝒙);
• 𝒚0 = 𝒇(𝒙0);
• 𝒇 ∈ C1(G);
• 当 𝒙 ∈ G 时,有 Jacobi矩阵之间的关系 J𝒇(𝒙) = −(J𝒚𝐅(𝒙,𝒚))−1J𝒙𝐅(𝒙,𝒚).

注记 1.3.3. 当边界 Γ 在 𝒙0 附近不平坦时, 如上非特征条件应为 ∇𝒑F(𝒑0, z0,𝒙0) ⋅ N(𝒙0) ≠ 0, 其中
N(𝒙0)是 𝒙0 ∈ )U 处的单位外法向量.

现在我们可以开始证明边值问题(1.3.10)解在给定点 𝒙0 ∈ Γ ⊆ )Ω附近的局部存在性了. 我们
仍然假设 Γ ⊆ )Ω在 𝒙0 处是平坦的, 且位于超平面 {xd = 0} 内; 并假设 (𝒑0, z0,𝒙0) 是可容许边值,
并满足非特征条件(1.3.14). 据引理1.3.2知, 存在函数 𝐪(⋅) 使得 𝐪(𝒙0) = 𝒑0, 且对任意充分靠近 𝒚0

的 𝒚 ∈ Γ, (𝐪(𝒚), g(𝒚),𝒚)都是可容许边值.
要使得常微分方程组(1.3.4)-(1.3.6) (初始条件由 (𝒑0, z0,𝒙0)给定)有唯一解 (𝐩(𝒚, s), z(𝒚, s), 𝐱(𝒚, s)),

最重要的一步是对映射 (y1,⋯ , yd−1, s) ↦→ (x1,⋯ , xd) (在 𝒙0 的一个小邻域内) 求逆, 相当于给定
区域内部的点, 反过来寻找该点所在特征线在边界上的起点 𝒚 以及该点在特征线上对应的参数 s,
这可以用逆映射定理证明.

定理 (局部逆映射定理). 设开集 D ⊂ ℝn, f ∶ D → ℝn ,满足:

• f ∈ C1(D);
• 有 𝒙0 ∈ D,使得 det J𝒇(𝒙0) ≠ 0.

记 y0 = f(𝒙0) ,那么存在 𝒙0 的一个邻域 U 和 𝒚0 的一个邻域 V ,使得:

• 𝒇(U) = V,且 𝒇在 U 上是单射;
• 记 𝒈是 𝒇在 U 上的逆映射, 𝒈 ∈ C1(V);
• 当 𝒚 ∈ V 时,

J𝒈(𝒚) = (J𝒇(𝒙))−1,

其中 𝒙 = 𝒈(𝒚).

引理 1.3.3 (局部可逆性). 设 (𝒑0, z0,𝒙0)满足非特征边界条件(1.3.14). 则存在包含 0的开区间 I ⊆
ℝ, 𝒙0 ∈ Γ ⊆ ℝd−1 中的邻域 W, 以及 𝒙0 在 ℝd 中的邻域 V, 使得对任意 𝒙 ∈ V, 存在唯一的
s ∈ I,𝒚 ∈W 使得 𝒙 = 𝐱(𝒚, s). 映射 𝒙 ↦→ (s,𝒚)是 C2 的.

该引理表明，若 (𝒑0, z0,𝒙0)满足非特征边界条件(1.3.14),则对 Ω内部充分靠近 𝒙0 的点 𝒙,都
可以找到一条从边界点 𝒚 ∈ Γ (同样也充分靠近 𝒙0) 出发的特征线 𝐱, 使得该特征线上参数为 s 的
点恰好就是 𝒙 (即 𝒙必定落在某条从 𝒙0 附近的一个边界点出发的特征线上).

证明. 我们现在已经有 𝐱(𝒙0, 0) = 𝒙0. 据逆映射定理, 若我们能证明 det∇𝒚,s𝐱(𝒙0, 0) ≠ 0, 则直接就
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能得到想要的结论. 接下来计算这个行列式, 现在我们已经有 𝐱(𝒚, 0) = (𝒚, 0) 对任意 𝒚 ∈ Γ 都成
立,所以对 1 ≤ i ≤ d − 1, 𝐱的第 i 分量 xi(𝒚, s)满足

)yix
j(𝒙0, 0) =

⎧

⎨
⎩

�ij 1 ≤ j ≤ d − 1

0 j = d
.

而方程(1.3.6)表明 )sxj(𝒙0, 0) = )pjF(𝒑
0, z0,𝒙0). 所以直接计算可得

∇𝐱(𝒙0, 0) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 )p1F(𝒑
0, z0,𝒙0)

⋱ ⋮
0 1 ⋮
0 ⋯ 0 )pdF(𝒑

0, z0,𝒙0)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

可见,非特征边界条件保证了如上方阵是非奇异的.

据此,我们证明了对任意 𝒙 ∈ V,方程 𝒙 = 𝐱(𝒚, s)有局部唯一解 yy = 𝐲(𝒙), s = s(𝒙).接下来我
们对 𝒙 ∈ V 以及满足该方程的 𝒚, s定义

u(𝒙) ∶= z(𝐲(𝒙), s(𝒙)), 𝐩(𝒙) ∶= 𝐩(𝐲(𝒙), s(𝒙)). (1.3.15)

现在可以证明局部存在性定理

定理 1.3.4 (局部存在性定理). 由(1.3.15)给出的函数 u ∈ C2 是方程

F(∇u(𝒙), u(𝒙),𝒙) = 0 (𝒙 ∈ V), u(𝒙) = g(𝒙) (𝒙 ∈ Γ ∩ V)

的解.

证明. 首先, 我们固定 𝒙0 附近的一个点 𝒚 ∈ Γ, 然后可以求解出 𝐩(s) = 𝐩(𝒚, s), z(s) = z(𝒚, s),
𝐱(s) = 𝐱(𝒚, s). 首先证明: 若 𝒚 ∈ Γ充分靠近 𝒙0,则有

f(𝒚, s) ∶= F(𝐩(𝒚, s), z(𝒚, s), 𝐱(𝒚, s)) = 0, s ∈ I. (1.3.16)

事实上,注意到边值的相容性条件 (引理1.3.2)已经表明

f(𝒚, 0) = F(𝐩(𝒚, 0), z(𝒚, 0), 𝐱(𝒚, 0)) = F(𝐪(𝒚), g(𝒚),𝒚) = 0.
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所以现在只要证明 )sf ≡ 0即可. 对 s求导可得

)sf(𝒚, s) =
d∑

j=1
)pjFṗ

j + )zFż +
d∑

j=1
)xj ẋ

j

=
d∑

j=1
)pj(−)xjF − )zFpj) + )zF

d∑

j=1
)pjFp

j +
d∑

j=1
)xjF ))jF = 0.

所以这就表明 f(𝒚, s) = 0对任意 s ∈ I 成立.

至此, 我们结合引理1.3.3可得 F(𝐩(𝒙), u(𝒙),𝒙) = 0 对任意 𝒙 ∈ V 成立. 接下来就只要证明
𝐩(𝒙) = ∇u(𝒙)对任意 𝒙 ∈ V 成立. 为此,我们先证明

)sz(𝒚, s) =
d∑

j=1
pj(𝒚, s))sxj(𝒚, s), (1.3.17)

)yiz(𝒚, s) =
d∑

j=1
pj(𝒚, s))yix

j(𝒚, s), 1 ≤ i ≤ d − 1. (1.3.18)

第一个恒等式可以直接联立(1.3.5)-(1.3.6)算得. 对第二个恒等式,固定 𝒚 ∈ Γ, i ∈ {1,⋯ , d − 1},并
记

ri(s) ∶= )yiz(𝒚, s) −
d∑

j=1
pj(𝒚, s))yix

j(𝒚, s).

首先注意到,边值的相容性条件表明

ri(0) = )yiz(𝒚, 0) −
d∑

j=1
pj(𝒚, 0))yix

j(𝒚, 0) = )yiz(𝒚, 0) −
d∑

j=1
pj(𝒚, 0)�ij = 0.

接下来我们断言

ṙi(s) = )zF
⎛
⎜
⎝

d∑

j=1
pj)yix

j − )yiz
⎞
⎟
⎠
= −)zFri(s). (1.3.19)

若能证得该式, 则结合 ri(0) = 0可以直接解得 ri(s) ≡ 0 (用 Grönwall不等式也可以), 进而得到想
要的恒等式.

ri 满足的常微分方程可以通过直接求导计算出来. 在 ri(s)的表达式中对 s求导得

ṙi(s) = )yi)sz −
d∑

j=1
)spj)yix

j + pj)s)yix
j.
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另一方面,我们在 )sz的表达式中对 yi 求导得

)s)yiz =
d∑

j=1
)yip

j)sxj + pj)s)yix
j.

二者联立,再用(1.3.4),得到

ṙi(s) =
d∑

j=1
)yip

j)sxj − )spj)yix
j =

d∑

j=1
)yip

j)pjF + ()xjF + )zFpj))yix
j. (1.3.20)

接下来需要处理右边前两项,这可以通过在 f(𝒚, s) = 0中对 yi 求导得到

d∑

j=1
)pjF)yip

j + )zF)yiz +
d∑

j=1
)xjF)yix

j = 0.

代入前面 ṙi(s)的表达式即可.
现在我们结合(1.3.17)-(1.3.18)证明 𝐩(𝒙) = ∇u(𝒙). 在(1.3.15)中 u的表达式里对 xj 求导

)xju = )sz)xjs +
d−1∑

i=1
)yi)xjy

i

=
d∑

k=1
pk)sxk)xjs +

d−1∑

i=1

d∑

k=1
pk)yix

k)xjy
i

=
d∑

k=1
pk
⎛
⎜
⎝
)sxk)xjs +

d−1∑

i=1
)yix

k)xjy
i
⎞
⎟
⎠
=

d∑

k=1
pk)xjx

k = pj.

接下来我们看一些局部存在性定理的应用实例.

例 1.3.4 (F 为线性函数). 考虑线性问题

𝐛 ⋅∇u = 0 in Ω, u = g on Γ.

它对应的投影特征线满足常微分方程组

𝐱̇(s) = 𝐛(𝐱(s)).

讨论. 现在有以下三种情况
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图 1.4: 三种不同情况的特征线

(1) 如上方第一张图片所示. 设 𝐛 在 Ω 内部只在一个点处为零 (不妨设为原点), 并假设在边界
Γ = )Ω上有 𝐛 ⋅ N < 0. 显见, 给定 𝒙0 ∈ Γ, 局部存在性定理表明在 Γ附近有唯一的解 u, 且
u(𝐱(s)) = u(𝐱(0)) = g(𝒙0). 然而这个解不可能光滑地延拓为方程在整个区域 Ω中的解（除非
g本身是常值函数）,这是因为方程解的取值在各条特征线上都保持不变.

(2) 如上方第二张图片所示. 设上述常微分方程解的每条积分曲线都只进入 Ω一次（除了在两个
特征点 A, B处外）,并在某处穿过集合 Γ = {𝒙 ∈ )Ω ∶ 𝐛(𝒙) ⋅N(𝒙) < 0},走出 Ω一次. 该情况
下可以得到方程的光滑解.

(3) 如上方第三张图片所示. 我们确实可以沿着各条特征曲线将 u 设置为常值, 但是这样构造的
解 u 可能是不连续的,除非假设 g(B) = g(D). 需注意,该情况下在 D 点是不成立非特征条件
的,所以该点处的局部存在性也不成立.

例 1.3.5 (守恒律方程的特征线). 考虑拟线性守恒律方程

G(∇u, )tu, u,𝒙, t) ∶= )tu + ∇ ⋅ (𝐅(u)) = 0 in Ω ∶= ℝ+ ×ℝd, u = g on Γ ∶= {t = 0} ×ℝd.
(1.3.21)

其中 𝐅 = (F1,⋯ , Fd) ∶ ℝ→ ℝd 是光滑的向量值函数.

讨论. 令 𝒒 = (𝒑, pd+1), 𝒚 = (𝒙, t),则 G(𝒒, z,𝒚) = pd+1 + 𝐅′(z) ⋅ 𝒑,进而

∇𝒒G = (𝐅′(z), 1), ∇𝒚G = 0, ∇zG = 𝐅′′(z) ⋅ p.

显见,在任意 𝒚0 = (𝒙0, 0) ∈ Γ处,非特征边界条件(1.3.14)都成立,而 𝐱的方程则可以写作

ẋi(s) = Fi′(z(s)) (1 ≤ i ≤ d), ẋd+1(s) = 1.
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解得 xd+1(s) = s, 这说明我们可以将参数 s 和时间变量 t 等同起来. 此外, 我们还有 ż(s) = 0, 从
而 z(s) = z0 = g(𝒙0), 进而解出 𝐱(s) = 𝐅′(g(𝒙0))s + 𝒙0. 这说明投影特征线 𝐲(s) = (𝐱(s), s) =
(𝐅′(g(𝒙0))s + 𝒙0, s) (s ≥ 0)是直线,沿着该直线 u是常值.

注记 1.3.4. 然而, 如果我们选取另一个起点 𝒛0 ∈ Γ, g(𝒛0) ≠ g(𝒙0), 则它们对应的投影特征线可能
在某个时间 t > 0相交. 因此守恒律方程(1.3.21)一般来说很难保证古典解有整体解的存在性. 若要
寻求整体解,则需要引进“弱解”的概念.

我们继续问: 能否显式求解守恒律方程？事实上, 对一般的 g,𝐅, 我们只能写出解满足的隐式
方程. 据 s = t 知,

u(t, 𝐱(t)) = z(t) = g(𝐱(t) − t𝐅′(𝒛0)) = g(𝐱(t) − t𝐅′(u(t, 𝐱(t)))) ⇒ u = g(𝒙 − t𝐅′(u)).

据隐映射定理,如果 𝐅, g满足条件

1 + t∇g(𝒙 − t𝐅′(u)) ⋅ 𝐅′′(u) ≠ 0,

则如上隐式方程确实可以确定一个局部解 u(t,𝒙). 特别地,若 d = 1,𝐅(x) = x2∕2,则如上隐式方程
恰为 Burgers方程(1.1.6)的解满足的方程.

习题 1.3

习题 1.3.1. 用特征线法求解如下偏微分方程

(1) x)xu + y)yu = 2u, u(x, 1) = g(x).

(2) x)xu + 2y)yu + )zu = 3u, u(x, y, 0) = g(x, y).

(3) u)xu + )yu = 1, u(x, x) = x∕2.

习题 1.3.2 (拉格朗日坐标系). 给定光滑的向量场 𝐯 ∈ ℝd,令 𝐱(s) = 𝐱(s,𝒙, t)是如下常微分方程组
的解

𝐱̇(s) = 𝐯(𝐱(s)) (s ∈ ℝ), 𝐱(t) = 𝒙.

(1) 定义 J(s,𝒙, t) ∶= det∇𝒙𝐱(s,𝒙, t). 证明: )sJ = ∇ ⋅ (𝐯(𝐱))J.

(2) 证明: �(t,𝒙) ∶= g(𝐱(0,𝒙, t))J(0,𝒙, t)满足连续性方程 (continuity equation)

)t� + ∇ ⋅ (�𝐯) = 0 in ℝ+ ×ℝd, � = g on {t = 0} ×ℝd.

提示: 证明 )s(�(𝐱, s)J) = 0.



1.4 *一维守恒律方程的激波解 25

1.4 *一维守恒律方程的激波解

在第1.1.3节和上一节的例1.3.5中,我们都提到守恒律方程的经典解未必整体存在.尤其以Burg-
ers 方程为例, 我们甚至可以计算出解的爆破时间. 于是人们自然会追问: 在爆破时间处发生的奇
性是什么？在该时间之后,方程的解能以什么形式继续存在并延续下去？本节我们引进“激波”和
“Rankine-Hugoniot 条件”这两个概念回答该问题. 由于本讲义没有覆盖 Hamilton-Jacobi 方程的
内容,因此我们并不讨论如何利用 Lax-Olĕınik公式显式计算守恒律方程的解.

1.4.1 积分解和 Rankine-Hugoniot条件

考虑一维守恒律方程

)tu + )x(F(u)) = 0 in ℝ+ ×ℝ u = g on {t = 0} ×ℝ. (1.4.1)

设 v ∶ ℝ+ ×ℝ→ ℝ是具有紧支集的光滑函数,我们一般称之为测试函数 (test function). 两边乘以
v 并分部积分,我们得到

0 =∫
∞

0
∫
ℝ
()tu + )x(F(u)))v dx dx

= − ∫
∞

0
∫
ℝ
u)tv dx dt − ∫

ℝ
uv dx

|||||||t=0
− ∫

∞

0
∫
ℝ
F(u))xv dx dt.

代入边界条件得到

∫
∞

0
∫
ℝ
u)tv + F(u))xv dx dt + ∫

ℝ
gv dx

|||||||t=0
= 0. (1.4.2)

可见,如果单纯地让(1.4.2)式成立,并不要求 u具有任何的可微性. 我们据此引进如下定义

定义 1.4.1 (积分解 (integral solution)). 若对任意的测试函数 v, 函数 u ∈ L∞(ℝ+ × ℝ)都满足不等
式(1.4.2),则称 u是方程(1.4.1)的积分解.

我们接下来考虑一种特殊情况（也是研究中经常出现的情形）. 设有一个开区域 V ⊂ ℝ+ ×ℝ,
一条光滑曲线 C 穿过该区域并将其分为左右两半 Vl, Vr. 我们假设 u 是在 Vl, Vr 中都光滑的函数

（但可能在 C 上有间断）, 并假设 u 是方程(1.4.1)的一个积分解, 其一阶导数在 Vl, Vr 中都是一致

连续的. 现在我们在 Vl 中取一个测试函数,对(1.4.2)使用分部积分,我们得到

0 = −∫
∞

0
∫
ℝ
()tu + )x(F(u)))v dx dt
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对任意测试函数 v ∈ C∞
c (Vl)成立,所以我们有 )tu + )x(F(u)) = 0在 Vl 中恒成立,类似结果在 Vr

也成立.

图 1.5: Rankine-Hugoniot条件示意图

现在我们考虑解在曲线 C 上的间断. 今选取测试函数 v ∈ C∞
c (V), 但它在 C 上未必为零. 现

在,由积分解的定义,我们分部积分得到

0 = ∫
∞

0
∫
ℝ
u)tv + F(u))xv dx dt

= ∬
Vl

u)tv + F(u))xv dx dt +∬
Vr

u)tv + F(u))xv dx dt

= −∬
Vl

()tu + )x(F(u)))v dx dt −∬
Vr

()tu + )x(F(u)))v dx dt 这一行等于零

+ ∫
C
(ulN2 + F(ul)N1)v d𝓁 − ∫

C
(urN2 + F(ur)N1)v d𝓁,

其中 N = (N1, N2)为曲线 C 的单位法向量, ∫C⋯ d𝓁是指 C 上的第一型曲线积分. 从 Vl 指向 Vr,
ul, ur 分别表示 u从 Vl 和 Vr 一侧往 C 取极限的值. 据此,我们得到

∫
C

[
(F(ul) − F(ur))N1 + (ul − ur)N2] v d𝓁 = 0 ∀v ∈ C∞

c (V). (1.4.3)

所以,我们得到曲线 C 上的间断条件

(F(ul) − F(ur))N1 + (ul − ur)N2 = 0 along C. (1.4.4)
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如果我们进一步假设 C 是参数曲线 {(t,𝒙) ∶ 𝒙 = s(t)},其中 s(⋅) ∶ [0,∞) → ℝ是光滑函数,我们就
能计算出其法向量为 N = ( 1

√
1+ṡ2

,− ṡ
√
1+ṡ2

),从而(1.4.4)可以推出

F(ul) − F(ur) = ṡ(ul − ur) in V, along C. (1.4.5)

记号 1.4.1. 对函数 f ∶ V → ℝ,我们记 JfK ∶= fl−fr为 f沿着曲线 C的跳跃 (jump),并记 � ∶= ṡ
为曲线 C 的速度. 这里 fl, fr 分别表示 f 从 C 的左侧、右侧趋向 C 上的点的极限。

现在我们引进守恒律方程最重要的基本概念

定义 1.4.2. 我们称

JF(u)K = � JuK (1.4.6)

为一维守恒律方程(1.4.1)沿着激波曲线 (shock curve) C的Rankine-Hugoniot间断条件 (jump con-
dition).

接下来我们以 Burgers方程为例来验证 Rankine-Hugoniot条件.

例 1.4.1. 考虑初值问题

)tu + u)xu = 0 in ℝ+ ×ℝ, u(0, x) = g(x) ∶=

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

1 x < 0

1 − x 0 ≤ x ≤ 1

0 x > 1

. (1.4.7)

讨论. 据例1.3.5,我们可以计算出通过点 x0 ∈ ℝ的特征线作为参数曲线的表达式为

𝐲(s) = (g(x0)s + x0, s), s ≥ 0.

因此,方程的解为

u(t, x) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

1 x ≤ t, 0 ≤ t ≤ 1
1−x

1−t
t ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1

0 x ≥ 1, 0 ≤ t ≤ 1

.

注意到如上经典解在 t = 1发生爆破,这是由于特征线相交导致的.如下图所示那么如何定义 t ≥ 1
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图 1.6: 例1.4.1的特征线示意图，可以看见 t = 1时特征线交汇，激波形成

时的解呢？这时我们可以验证积分解的存在性. 事实上,如果我们取 s(t) = 1+t

2
,并记

u(t, x) =
⎧

⎨
⎩

1 if x < s(t)

0 if s(t) < x
(t ≥ 1).

那么沿着该曲线有 ul = 1, ur = 0, F(ul) =
1

2
, F(ur) = 0,从而它满足 Rankine-Hugoniot条件(1.4.6),

这说明该解可以以积分解的形式存在.

1.4.2 激波解、熵条件

接下来我们再看一个例子, 其表明产生间断的解并不一定是上一例子里面由特征线交汇产生
的激波解.

例 1.4.2. 考虑如下 Burgers方程的初值问题

)tu + u)xu = 0 in ℝ+ ×ℝ, u(0, x) = g(x) ∶=
⎧

⎨
⎩

0 x < 0

1 x > 0
. (1.4.8)

讨论. 本例中,我们会看见积分解的不唯一性. 现定义

u1(t, x) =
⎧

⎨
⎩

0 x < t∕2

1 x > t∕2
, u2(t, x) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

1 x > t

x∕t 0 < x < t

0 x < 0

.
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可以验证 u1, u2 都是积分解, 且满足 Rankine-Hugoniot条件, 但这两个解的形态完全不一样. 其中
我们将 u1 称作非物理激波 (non-physical shock)解, u2 称作稀疏波 (rarefaction wave)解.

图 1.7: 非物理激波和稀疏波的实例

例1.4.2表明, 守恒律方程的积分解往往是非唯一的, 它会产生各种“非物理的”解, 并无现实
意义. 那么, 我们是否能找出更精确的判定准则, 来确保守恒律方程解的唯一性呢？要回答这个问
题,我们需要引进“熵条件 (entropy condition)”这个概念.

回忆我们在例1.3.5中已经算得,在通过点 x0 ∈ Γ ⊂ )Ω的投影特征线

𝐲(s) = (F′(g(x0))s + x0, s) (1.4.9)

上,函数 u恒为常值 g(𝒙0). 同时我们也知道,随着时间的正向演化,我们会遇到特征线相交的情况,
然后解就会出现间断. 然而,我们可以从 ℝ+ ×ℝ中的某点开始沿着一条特征线进行时间倒向演化,
这样就不会出现特征线的相交. 现在,假设 u在间断曲线 C 上的某点处的左、右极限 ul, ur 取值不
同, 且从左边发出的一条特征线和从右边发出的一条特征线在该点处相交, 结合特征线方程, 我们
会得出如下不等式（不妨设 F′(ul) > F′(ur)）

F′(ul) > � > F′(ur). (1.4.10)

定义 1.4.3 (熵条件、激波). 不等式(1.4.10)被称作熵条件 (entropy condition). 若方程(1.4.1)的积分
解 u 沿着曲线 C 满足 Rankine-Hugoniot 条件(1.4.6)和熵条件(1.4.10), 则称 C 是激波曲线 (shock
curve).

如果我们进一步假设 F 是一致凸的, 即存在常数 � 使得 F′′ ≥ � > 0 恒成立. 此时 F′ 严格递

增,进而熵条件等价于 ul > ur 沿着激波曲线恒成立.
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例 1.4.3. 考虑初值问题

)tu + u)xu = 0 in ℝ+ ×ℝ, u(0, x) = g(x) ∶=
⎧

⎨
⎩

0 x < 0或x > 1

1 0 ≤ x ≤ 1
. (1.4.11)

讨论. 对 t ∈ [0, 2],我们可以结合例1.4.1-例1.4.2得到经典解

u(t, x) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

0 x < 0或x > 1 + t

2

x∕t 0 < x < t

1 t < x < 1 + t

2

(0 ≤ t ≤ 2). (1.4.12)

对 t ≥ 2,我们期待激波解 (设激波曲线为参数曲线 s(⋅))能够作为延续下去,其左边为 u = x∕t,
右边为 u = 0,因此我们需要验证 Rankine-Hugoniot条件(1.4.6). 直接计算可得,该解满足

JuK = s(t)∕t. JF(u)K = 1
2 (

s(t)
t )

2

, � = ṡ(t).

据(1.4.6)知, s(t)应当满足方程 ṡ(t) = s(t)∕2t (t ≥ 2),其初始条件为 s(2) = 2. 直接求解常微分方程
得到 s(t) =

√
2t. 因此,我们得到 t ≥ 2的积分解为

u(t, x) =
⎧

⎨
⎩

0 x < 0或x >
√
2t

x∕t 0 < x <
√
2t

(t ≥ 2). (1.4.13)

解的形态如图所示

图 1.8: 例1.4.3的特征线示意图
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1.4.3 *弱解唯一性定理

事实上, 我们还可以计算守恒律方程解的表达式. 但由于本讲义没有介绍 Hamilton-Jacobi 方
程的内容,因此我们无法证明这些结论. 在此我们只列出主要结论,其详细证明参见 Evans [3]的第
3.3-3.4节.

定理 1.4.1 (Lax-Olĕınik 公式). 设 F ∶ ℝ → ℝ 是一致凸的光滑函数, 并记 G ∶= (F′)−1, 假设
g ∈ L∞(ℝ), ℎ(x) ∶= ∫x0 g(y) dy. 则对守恒律方程(1.4.1),成立如下结论

(1) 对任意 t > 0以及 x ∈ ℝ (除去至多可数个值),存在唯一的点 y(t, x)满足

min
y∈ℝ

{tL (
x − y
t ) + ℎ(y)} = tL (

x − y(t, x)
t ) + ℎ(y(t, x)).

(2) x ↦→ y(t, x)是不减函数.

(3) (Lax-Olĕınik公式)对任意 t > 0,有 u(t, x) = G
(x−y(t,x)

t

)
对几乎处处的 x ∈ ℝ成立.

(4) 中给出的表达式是方程(1.4.1)的积分解.

(5) (单侧跳跃估计)存在 C > 0使得对任意 t > 0, z > 0, x ∈ ℝ成立不等式

u(t, x + z) − u(t, x) ≤ Cz
t , (1.4.14)

该不等式被称作熵条件.

据此,我们可以证明熵解的整体唯一性.

定义 1.4.4 (熵解 (entropy solution)). 我们称 u ∈ L∞(ℝ+ × ℝ) 是守恒律方程初值问题(1.4.1)的熵
解,是指 u为该问题的积分解,并满足: 存在 C > 0,使得对任意 t > 0以及几乎处处的 x ∈ ℝ, z > 0
成立

u(t, x + z) − u(t, x) ≤ Cz (1 + 1
t ) .

定理 1.4.2 (熵解的唯一性). 设 F 是一致凸的光滑函数, 则守恒律方程初值问题(1.4.1)的熵解在相
差一个零测集的意义下是唯一的.

关于拟线性双曲守恒律方程组的一般理论，读者可以参考阅读 [9]的第五章至第七章。

习题 1.4

习题 1.4.1. 设 F(0) = 0, u是如下守恒律方程的连续积分解

)tu + )x(F(u)) = 0 in ℝ+ ×ℝ u = g on {t = 0} ×ℝ.
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此外还假设对任意 T > 0, u 在 [0, T] × ℝ 上具有紧支集. 证明: 对任意 t > 0, 成立 ∫ℝ u(t, ⋅) dx =
∫ℝ g dx.

习题 1.4.2. 证明: 函数

u(t, x) ∶=
⎧

⎨
⎩

− 2

3
(t +

√
3x + t2) 若4x + t2 > 0

0 若4x + t2 < 0

是 Burgers方程 )tu + )x(u2∕2) = 0的无界熵解.

习题 1.4.3. 显式计算如下 Burgers方程唯一的熵解

⎧

⎨
⎩

)tu + )x (
u2
2 ) = 0 in ℝ+ ×ℝ

u = g on {t = 0} ×ℝ,

其中

g(x) =

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

1 if x < −1

0 if − 1 < x < 0

2 if 0 < x < 1

0 if x > 1

.



第二章 全空间中的波动方程和热方程

本章介绍全空间中的波动方程和热传导方程的求解方法。即给定函数 f ∶ ℝ × ℝd → ℝ,我们
希望求解方程 )2t u−c2∆u = f,其中 (t, x) ∈ ℝ+×ℝd,常数 c > 0称作波速；以及方程 )tu−k∆u = f,
其中 (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝd,常数 k > 0称作热传导系数。在部分书籍和专业文献中，通常将欧氏空间中
的波算子用□ ∶= )2t − c2∆记号表示。波动方程往往作为刻画弦振动（一维）、薄膜振动（二维）、
弹性介质形变（三维）的简化模型出现，其中变量 u一般来说代表在某个方向的位移。进一步地，
波方程（例如变系数、非线性波方程等）在很多物理模型也会出现，例如可压缩流体的运动、广

义相对论中刻画时空弯曲程度的 Einstein 方程等等都可以写成非线性波方程（组）的形式。而热
方程除了描述物体的温度变化以外，也可以用于刻画种群的扩散或聚集（具有扩散性）、粘性流体

的流动（具有耗散性）等等现象，例如 Keller-Segel方程组、Navier-Stokes方程组等等。

2.1 一维波动方程

本节介绍如何求解实直线 ℝ和半直线 ℝ+ 上的一维波动方程的初值问题 )2t u − c2)2xu = f.

2.1.1 一维波动方程的导出：弦振动方程

考虑一个密度为常值 �、充分柔软、具有弹性（只抗伸长、不抗弯曲）的弦的振动。假设这根
弦只在 xOy-平面内，而且平衡态就是沿着 x轴的方向，并假设 u(t, x)是垂直方向（y方向）距离
平衡态的位移。

现在可以用牛顿第二定律导出 u的方程。我们取很小一段区间 [x0, x1]，并且假设 T为沿着弦线方
向的张力（这里考虑微小振动，所以取成常值）

33
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由于 u表示的是垂直方向的位移，我们计算这一小段弦在垂直方向受到的力

T
ux√

1 + (ux)2

|||||||

x1

x0

≈ T)xu(x1) − T)xu(x0).

此时用牛顿第二定律，得到

T)xu(x1) − T)xu(x0) = ∫
x1

x0

� )2t u(t, x)
⏟⎴⏟⎴⏟
加速度

dx,

其中左边用微积分基本定理可以写作 T ∫x1x0 )
2
xu(t, x) dx. 于是得到

∀[x0, x1] ⊂ ℝ, ∫
x1

x0

�)2t u − T)2xu dx = 0 ⇒ �)2t u − T)2xu = 0 ∀x ∈ ℝ.

现在令 c2 = T∕�,我们就得到一维波动方程 )2t u − c2)2xu = 0,其中 c称作波速。

对二维或更高维数波动方程的导出，可参见 Evans [3]的第 2.4节，此处不再叙述。

2.1.2 分解引理

我们现在要解如下初值问题

⎧

⎨
⎩

□u ∶= )2t u − c2∆u = f(t,𝒙) (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd,

u(0,𝒙) = '(𝒙), )tu(0,𝒙) =  (𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd,
(2.1.1)

其中 f(t,𝒙) ∈ C(ℝ+ × ℝd)是给定的外力项。我们将初始位移 ' 的贡献、初始速度  的贡献和外
力 f 的贡献拆开，即将方程(2.1.1)的解 u拆成 u = u1 + u2 + u3，后者分别满足下面三个方程：

(W1) □u1 = 0 in ℝ+ ×ℝd, u1(0,𝒙) = '(𝒙), )tu1(0,𝒙) = 0 on {t = 0} ×ℝd;

(W2) □u2 = 0 in ℝ+ ×ℝd, u2(0,𝒙) = 0, )tu2(0,𝒙) =  (𝒙) on {t = 0} ×ℝd;

(W3) □u3 = f in ℝ+ ×ℝd, u3(0,𝒙) = )tu3(0,𝒙) = 0 on {t = 0} ×ℝd.
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注意，如上拆分方法只依赖于方程的线性，并不依赖于维数。

u1, u2, u3 之间的关系由如下引理给出

引理 2.1.1 (波动方程的分解引理). 记方程 (W2) 的解是 u2 = W (t,𝒙), 即 W 表示的是初始位移

为 0、初始速度为  的齐次 (即 f = 0)波动方程的解。则有如下关系成立：

u1 = )t(W'(t,𝒙)), u3 = ∫
t

0
Wf(�,𝒙)(t − �,𝒙) d�.

这里我们假设 W'(t,𝒙) 和 Wf(�,𝒙)(t − �,𝒙) 关于变量 (t,𝒙) ∈ [0,∞) × ℝd 和 (�; t,𝒙) ∈ [�,∞) × ℝd

(� ≥ 0给定)都是充分光滑的。

证明. u1 的表达式是不难算出的，实际上根据W' 的定义，我们有

⎧

⎨
⎩

□W' = 0 (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd,

W'(0,𝒙) = 0, )tW'(0,𝒙) = '(𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd.

再对这个方程两边求 )t 就得到 □u1 = □)tW' = )t(□W') = 0,这说明 u1 本身也满足齐次波动方
程。然后再验证 u1 的初值，首先显见有 u1(0,𝒙) = )tW'(0,𝒙) = '(𝒙). 而在算 )tu1(0,𝒙)时，我们
需用到W'(t,𝒙)在 [0,∞) × ℝd 是光滑的（注意时间区间左端点是闭的），这样我们就把波方程限

制在 {t = 0}上，利用方程得到 )tu1(0,𝒙) = )2tW'(0,𝒙) = c2∆W'(0,𝒙) = c2∆0 = 0.这就证明了 u1
是 (W1)的解。

接下来证明 u3 是 (W3)的解。现在固定一个 � > 0,据Wf(�,𝒙)(t,𝒙)的定义有

⎧

⎨
⎩

□Wf(�,𝒙) = 0 (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd,

Wf(�,𝒙)(0,𝒙) = 0, )tWf(�,𝒙)(0,𝒙) = f(�,𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd.

从 u3 的表达式可以看出 u3(0,𝒙) = 0对任意 𝒙 ∈ ℝd 都成立。接下来计算 )tu3:

)tu3(t,𝒙) =Wf(�,𝒙)(t − �,𝒙)|�=t
⏟⎴⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⎴⏟

=0

+∫
t

0
)tWf(�,𝒙)(t − �,𝒙) d� = ∫

t

0
)tWf(�,𝒙)(t − �,𝒙) d�

令 t = 0, 我们就得到 )tu3(0,𝒙) = 0对 𝒙 ∈ ℝd 成立。目前已经验证了 (W3)的初值，接下来只要
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验证 (W3)的方程正确，对上面 )tu3 的表达式再求一个 )t，我们有

)2t u3(t,𝒙) = )t
(
Wf(�,𝒙)(t − �,𝒙)|�=t

)

⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟
=f(t,𝒙)

+∫
t

0
)2tWf(�,𝒙)(t − �,𝒙)
⏟⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⏟

用w的方程

d�

= f(t,𝒙) + c2 ∫
t

0
∆Wf(�,𝒙)(t − �,𝒙) d� = f(t,𝒙) + c2∆∫

t

0
Wf(�,𝒙)(t − �,𝒙) d�

= f(t,𝒙) + c2∆u3(t,𝒙).

这恰好就是波动方程。

注记 2.1.1 (u3的物理意义：冲量原理/Duhamel原理). 如果我们把 u3的表达式写成黎曼和，就有

u3(t,𝒙) = lim
Λ→0

n−1∑

j=0
Wf(tj ,𝒙)(t − tj,𝒙)∆tj = lim

Λ→0

n−1∑

j=0
Wf(tj ,𝒙)∆tj(t − tj,𝒙)

其中 0 = t0 < t1 < ⋯ < tn = t 是区间 [0, t] 的划分, ∆tj = tj+1 − tj, Λ ∶= max
0≤j≤n−1

∆tj. 固定一个 j,

f(tj,𝒙)∆tj 表示的是 时间 [tj, tj+1] 内由外力 f 贡献的“冲量”, 它被转化成 tj 时刻的速度变化量
f(tj,𝒙)∆tj (这是根据“冲量原理”F∆t = m∆v得到的)。从而初值为零、非齐次波方程 (W3)的解
u3 可以视作一大堆齐次波方程的解的“累积”(也就是一堆 tj 时刻的 u2 累加起来)。这个“齐次
化”方法非常常用，数学上称作 Duhamel原理。

2.1.3 ℝ上的一维波动方程: D’Alembert公式

现在我们可以来计算 d = 1时初值问题(2.1.1)解的表达式。据引理2.1.1，我们只用计算 u2 就
行了，剩下的 u1, u3 都可以用 u2 算出来。

⎧

⎨
⎩

□u2 = )2t u2 − c2)2xu2 = 0 (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ,

u2(0, x) = 0, )tu2(0, x) =  (x) t = 0, x ∈ ℝ,
(2.1.2)

由于 c2 > 0是一个正数，以及维数是 1，所以我们可以直接对波算子进行“因式分解”□ = ()t +
c)x)()t − c)x),把波动方程变成两个传输方程，其未知量分别为 u2, v:

)tu2 − c)xu2 = v, )tv + c)xv = 0, x ∈ ℝ

它们的初值是 u2(0, x) = 0和 v(0, x) =  (x).
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从第二个方程可以直接看出 v(t, x) =  (x − ct),然后把它代进 u2 的传输方程得到

)tu2 − c)xu2 =  (x − ct), u2(0, x) = 0, ∀x ∈ ℝ.

此时用非齐次传输方程解的表达式(1.1.4)，就可以算出

u2(t, x) = ∫
t

0
 (x + c(t − �) − c�) d�

y=x+ct−2c�
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ 1

2c ∫
x+ct

x−ct
 (y) dy. (2.1.3)

得到 u2 之后，根据引理 2.1.1就能计算出 u1, u3.

u1(t, x) =
1
2c)t ∫

x+ct

x−ct
'(y) dy = 1

2('(x + ct) + '(x − ct)), (2.1.4)

u3(t, x) =
1
2c ∫

t

0
∫
x+c(t−�)

x−c(t−�)
f(�, y) dy d�. (2.1.5)

将上面三式相加，得到一维波动方程初值问题解的表达式，它被称作达朗贝尔 (D’Alembert)公式:

u(t, x) = 1
2('(x + ct) + '(x − ct)) + 1

2c ∫
x+ct

x−ct
 (y) dy,

+ 1
2c ∫

t

0
∫
x+c(t−�)

x−c(t−�)
f(�, y) dy d�. (2.1.6)

为了得到古典解，我们必须要求初值有足够的光滑性。事实上我们可以总结出如下定理

定理 2.1.2. 给定初值 ' ∈ C2(ℝ),  ∈ C1(ℝ) 和源项 f ∈ C1(ℝ+ × ℝ), 由达朗贝尔公式(2.1.6)给出
的表达式就是方程 (2.1.1)在 d = 1时候的解 u(t, x)，并且该解满足 u ∈ C2(ℝ+ ×ℝ).

注记 2.1.2 (行波 (travelling wave)解). 当 f = 0时，即考虑一维齐次波动方程，它的解总可以写成
如下形式

u(t, x) = F(x + ct) + G(x − ct).

在达朗贝尔公式中，我们可以得到

F(x) = 1
2'(x) +

1
2c ∫

x

0
 (y) dy, G(x) = 1

2'(x) −
1
2c ∫

x

0
 (y) dy,

其中 F(x + ct)和 G(x − ct)分别被称作左行波解、右行波解。这说明一维齐次波动方程初值问题
的解可以视作两个波速为 c但传播方向相反的行波解的叠加。
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例 2.1.1. 求解 )2t u − 4)2xu = 0,其中初值为 u(0, x) =
⎧

⎨
⎩

cosx |x| < �

2

0 |x| ≥ �

2

和 )tu(0, x) = 0.

解. 我们把初值记作 '(x),那么可以看出 u(t, x) = 1

2
('(x+2t) +'(x−2t))是方程的解.（其实这里

有点不严谨，因为上面的定理要求了初值具有一定光滑性，但这实际上是因为不假设读者学过实

变函数才写成这样）初始时候 (t = 0)解的形态是两个完全重合的行波，'的支集是 [−�

2
, �
2
],波速

为 2. 因此经过时长 t0 =
�

4
之后，这两个行波完全分离。

'(x)

'(x)∕2

← ← →→

'(x−0.5)+'(x+0.5)

2

−�

2

�

2

x

y

图 2.1: 0 ≤ t < �

4
时两个行波有重叠，此为 t = 1

4
的示例

−�

2

�

2

→←

'(x+�∕2)+'(x−�∕2)

2

x

y

图 2.2: t = �

4
时两个行波完全分离
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因此我们可以写出解的表达式

u(t, x) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

1

2
cos(x + 2t) −�

2
< x + 2t < �

2
1

2
cos(x − 2t) −�

2
< x − 2t < �

2

0 其它情况

, ∀t > t0 =
�
4 .

当 0 ≤ t0 ≤
�

4
时，这两个行波在区间 [−�

2
+ 2t, �

2
− 2t]有重叠。所以此时的解是

u(t, x) =

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

1

2
cos(x + 2t) −�

2
− 2t < x < −�

2
+ 2t

1

2
cos(x + 2t) + 1

2
cos(x − 2t) −�

2
+ 2t ≤ x ≤ �

2
− 2t

1

2
cos(x − 2t) �

2
− 2t < x < �

2
+ 2t

0 其它情况

, 0 ≤ t ≤ t0 =
�
4 .

2.1.4 一维波动方程的有限传播速度

对初值为 (u, )tu)|t=0 = (',  )的一维齐次波动方程 )2t u − c2)2xu = 0, (t > 0, x ∈ ℝ)我们已经
得到解的显式表达式

u(t, x) = 1
2('(x + ct) + '(x − ct)) + 1

2c ∫
x+ct

x−ct
 (y) dy. (2.1.7)

现在我们提出两个问题，讨论方程的初值和方程的解之间有什么关系。

1. 给定点 (t0, x0),解在这一点的取值 u(t0, x0)依赖于初值 ',  的哪部分？

2. 如果我们修改 ',  在 x = x0 附近的取值,那么对哪些 (t, x),解 u(t, x)的取值会受到影响？

回答第一个问题，只需要把 (t0, x0)代入达朗贝尔公式

u(t0, x0) =
1
2('(x0 + ct0) + '(x0 − ct0)) +

1
2c ∫

x0+ct0

x0−ct0

 (y) dy,

就能看出 u在 (t0, x0)这点的取值只取决于初值在 [x0 − ct0, x0 + ct0]范围内的取值，我们称 [x0 −
ct0, x0 + ct0]作点 (t0, x0)的依赖区域。同理，如果在 {t = 0}上固定区间 [x1, x2]，过点 x1, x2 分别
作直线 x = x1 + ct, x = x2 − ct，它们和区间 [x1, x2]围成一个三角形区域。此区域中任何一个点
(t, x)的依赖区域都落在区间 [x1, x2]内，因此解在此三角形区域中任一点的取值都被初值在区间
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[x1, x2]中的取值决定，而与此区间外的初值条件无关。我们把这个三角形区域称作区间 [x1, x2]的
决定区域。

x

t
(x0, t0)

x0 − ct0 x0 + ct0

图 2.3: (x0, t0)的依赖区域示意图

x

t

x = x1 + ct x = x2 − ct

x1 x2

图 2.4: [x1, x2]的决定区域示意图

关于第二个问题，我们从达朗贝尔公式看出，对初值中的 ' 在 x = x0 施加的扰动，会于 t
时刻恰好被传播到 x0 ± ct 处；而对初值中的  在 x = x0 施加的扰动，会于 t 时刻传播到区间
[x0 − ct, x0 + ct]中（不一定只有端点）。如下图所示。

x

t

x = x1 − ct x = x2 + ct
x = x0 − ct x = x0 + ct

x1 x2 x0

图 2.5: [x1, x2]和点 {x0}影响区域示意图

同理，如果我们把 x0 改成一小段区间 [x1, x2],那么这个区间内的初值扰动会在 t时刻传播到
区间 [x1 − ct, x2 + ct]中。图上的两个阴影区域被分别称作区间 [x1, x2]和点 x0 的影响区域。

一维时候有一个特殊情况，即  ≡ 0时，我们注意到达朗贝尔公式的积分项消失，此情况下
初值在 x = x0 处的扰动只会沿着上图右边锥状区域的边界传播。如果把 x0 换成 [x1, x2]，则该区
间的影响区域变成下图所示的阴影部分。
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x

t

x = x1 − ct x = x1 + ctx = x2 − ct x = x2 + ct

t0

x1 x2

空缺区域

t0 =
x2 − x1
2c

图 2.6: 初速度  = 0时，区间 [x1, x2]影响区域中有空缺区域

所以如果方程(2.1.1) (d = 1)的初值满足 Spt' ⊂ [x1, x2]且  = 0的话，方程的解在

{(t, x) ∶ t >
x2 − x1
2c , x2 − ct < x < x1 + ct}

这个区域内也是零，对应上图的“空缺区域”。

注记 2.1.3. 上述讨论表明，图上“空缺区域”的存在要求了  = 0,但这在高维情况是不一样的。
在本讲义的第2.2节，我们会看见当维数 d ≥ 3为奇数时，这个“空缺区域”必然存在；而当 d = 2
时，这个“空缺区域”不存在（即便  ≡ 0）。该现象被称作惠更斯原理 (Huygens’ principle)，其
表明三维波（球面波）是“无后效的”，二维波（柱波）并不具有该性质。我们将在第2.2节对这个
现象作进一步讨论。

现在我们考虑一个稍微复杂些的例子：xOt 平面上的角状区域内的波动方程求解。

例 2.1.2. 设 '± ∈ C∞(ℝ±)满足 '+(0) = '−(0). 考虑如下方程

utt − uxx = 0 (t > |x|), u|t=±x = '±(x) (x ≷ 0). (2.1.8)

问：对哪些 (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ,解 u(t, x)完全被 '−|[−a,0] 和 '+|[0,b] 决定？(a, b > 0为常数)

解. 此情况下达朗贝尔公式肯定是用不了的，但是我们仍然可以把解写成 u(t, x) = F(x−t)+G(x+
t)的形式（回忆前面的推导过程，得出这个表达式的时候其实只用到了波方程本身的结构，而没
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有用到任何初、边值条件）。接下来的步骤就是利用边界条件去确定 F,G，我们有

x > 0 ∶ u(x, x) = '+(x) = F(0) + G(2x), x < 0 ∶ u(−x, x) = '−(x) = F(2x) + G(0),

求解上述方程得到 F(x) = '−(x∕2) − G(0)在 x < 0时成立（注意，我们其实不需要求解 F(x)在
x ≥ 0时的具体形式，因为我们只在角状域 {t > |x|}里面求解方程，所以 x − t > 0是不可能成立
的），以及 G(x) = '+(x∕2)−F(0)对 x > 0成立。再令 x = 0,我们得到 F(0)+G(0) = '+(0) = '−(0).
这样，我们就可以把解写成如下形式

u(t, x) = '− (
x − t
2 ) + '+ (

x + t
2 ) − '±(0).

因此 '−|[−a,0] 和 '+|[0,b] 的决定区域为

{(t, x) ∈ ℝ2, t > |x|
|||||||
− a ≤ x − t

2 ≤ 0, 0 ≤ x + t
2 ≤ b} .

下图是 a = 6, b = 4情况的示意图，阴影部分即为所求的决定区域。

x

t

−8 −6 −4 −2 0 2 4 6
0

2

4

6

8

10

图 2.7: a = 6, b = 4时初值 '−|[−a,0] 和 '+|[0,b] 的决定区域
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2.1.5 半直线上的波动方程

本节我们考虑在半直线 (0,∞)上求解一维波方程的初边值问题

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − c2uxx = f(t, x) (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ+,

u(0, x) = '(x), )tu(0, x) =  (x) t = 0, x ∈ ℝ+,

u(t, 0) = g(t) t ∈ ℝ+, x = 0.

(2.1.9)

物理上来看，这个方程可以描述带一个端点的弦振动，而 {x = 0} 处的边界条件给出了端点处的
弦在任意时刻 t（距离平衡态）的位移。特别地，如果 g ≡ 0, 则表示弦的端点固定不动。而求解
这个方程的另一个（更重要的）考量则是它在我们后面求解奇数维波动方程的初值问题时是必然

会出现的一个方程。以三维情况为例，给定 𝒙 ∈ ℝd, r > 0, rU(t, r;𝒙)这个量恰好满足一个半直线
{r > 0}上的波动方程，这里 U(t, r;𝒙)是指解 u(t,𝒙)在球面 )B(𝒙, r)上的积分平均值。

求解方程(2.1.9)实际上只需考虑 g ≡ 0的情形，否则我们令 v(t, x) = u(t, x) − g(t), 它的边值
就自动归零了。那么在 u(t, 0) = 0 的边界条件下，我们可以试图将解 u(t, x)（作为 x ∈ ℝ+ 的函

数）延拓成 ℝ上的奇函数 ū(t, x). 我们能这么做的一个原因是：达朗贝尔公式实际上已经说明，如
果初值 ',  都是奇函数（偶函数），则方程的解也是奇函数（偶函数）。

我们现在先把初值作延拓，定义 '̄(x) = ±'(±x) (±x ≥ 0)是 '在 ℝ上的奇延拓。类似地，我
们可以定义  ̄(x)和 f̄(t, x). 现在考虑 ū(t,𝒙)的方程

⎧

⎨
⎩

ūtt − c2ūxx = f̄(t, x) (t, x) ∈ ℝ+ ×ℝ,

ū(0, x) = '̄(x), )tū(0, x) =  ̄(x) t = 0, x ∈ ℝ.
(2.1.10)

利用达朗贝尔公式，我们可以直接求得方程的解

ū(t, x) = 1
2('̄(x + ct) + '̄(x − ct)) + 1

2c

x+ct

∫
x−ct

 ̄(y) dy + 1
2c

t

∫
0

x+c(t−�)

∫
x−c(t−�)

f̄(�, y) dy d�. (2.1.11)

接下来，我们需要从 u(t, x) = ū(t, x)|x≥0 把 u 还原出来，这里需注意: 原始的初值 ',  只在
非负半轴 [0,∞)有定义，所以在用 ',  写出 u的表达式时，需要分两种情况: x ≥ ct和 x < ct. 当
x ≥ ct 时，我们只需把上述表达式中的 ('̄,  ̄, f̄)换成 (',  , f)

u(t, x) = 1
2('(x + ct) + '(x − ct)) + 1

2c

x+ct

∫
x−ct

 (y) dy + 1
2c

t

∫
0

x+c(t−�)

∫
x−c(t−�)

f(�, y) dy d�, (x ≥ ct). (2.1.12)
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而当 x < ct 时，我们需要代入 '̄(x − ct) = −'(ct − x)从而得到

u(t, x) = 1
2('(x + ct) − '(ct − x)) + 1

2c

x+ct

∫
ct−x

 (y) dy (2.1.13)

+ 1
2c

t− x
c

∫
0

x+c(t−�)

∫
c(t−�)−x

f(�, y) dy d� + 1
2c

t

∫

t− x
c

x+c(t−�)

∫
x−c(t−�)

f(�, y) dy d�, (x < ct).

最后，我们需要对初值提出若干相容性条件，以使得算出来的解满足 u ∈ C2([0,∞)× [0,∞)),
这需要考虑解在角点 (t, x) = (0, 0)处的连续可微性。

• 连续性: lim
t→0

u(t, 0) = lim
x→0

u(0, x) ⇒ '(0) = 0;

• C1: lim
t→0

ut(t, 0) = lim
x→0

ut(0, x) ⇒  (0) = 0;

• C2: lim
(t,x)→(0,0)

(utt − c2uxx − f) = 0 ⇒ c2'′′(0) + f(0, 0) = 0.

于是我们总结出如下定理

定理 2.1.3 (半直线波方程解的表达式). 若初值 ' ∈ C2[0,∞),  ∈ C1[0,∞), 边值 g = 0, 源项
f ∈ C1([0,∞) × [0,∞))满足相容性条件 '(0) =  (0) = 0和 c2'′′(0) + f(0, 0) = 0,则半直线上的波
方程(2.1.9)必有解 u(t, x),其表达式为(2.1.12)-(2.1.13).

习题 2.1

习题 2.1.1. 证明方程 utt−c2uxx = 0的解必定满足“平行四边形法则”，即 u(A)+u(C) = u(B)+u(D),
其中 A, B, C, D 构成 xOt-平面上的平行四边形，其边界方程为 x ± ct =常数.

x

t

x + ct = C
1

x −
ct =

C 3x + ct = C
2

x −
ct =

C 4
A

B

C

D

O

图 2.8: 习题2.1.1图



2.1 一维波动方程 45

习题 2.1.2. 考虑方程 20utt − utx − uxx = 0 (t > 0, x ∈ ℝ).

(1) 计算通解。（提示：因式分解方程左边的微分算子）

(2) 假设初值是 u(0, x) = x, )tu(0, x) = e−x + 1

4
,计算方程的解 u(t, x).

习题 2.1.3. 考虑第一象限中一个扇形区域内的波动方程

⎧

⎨
⎩

utt − uxx = 0 t > x > 0;

u(t, t) = '(t), ux(t, 0) =  (t) t ≥ 0.
(2.1.14)

(1) 通过将初值 ',  代入通解 u(t, x) = F(x − t) + G(x + t),计算 u(t, x) (用 ',  表示).

(2) 对哪些 (t, x), u(t, x)的值完全由初值 ',  在 [0, 1]区间内的部分决定？

习题 2.1.4 (一维波方程的能量均分原理). 考虑一维波方程的初值问题

⎧

⎨
⎩

utt − c2uxx = 0 t > 0, x ∈ ℝ,

u(0, x) = '(x), ut(0, x) =  (x) t = 0, x ∈ ℝ,
(2.1.15)

其中 c > 0是给定的常数, ',  ∈ C∞
c (ℝ). 定义

K(t) ∶= 1
2 ∫ℝ

|)tu(t, x)|2 dx, P(t) ∶=
c2
2 ∫

ℝ
|)xu(t, x)|2 dx.

证明：

(1) K(t) +P(t)是守恒量，并据此证明方程的有限能量解（即解的一阶导数皆在 ℝd 上平方可积）

的唯一性。

(2) 当 t 充分大时，有 K(t) = P(t). （提示：使用达朗贝尔公式）

问题 2.1

问题 2.1.1. 求出如下方程解的显式表达式

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − uxx − ut − ux = 0 t, x > 0,

u(0, x) = '(x), ut(0, x) =  (x) x ≥ 0,

u(t, 0) = 0 t ≥ 0

(2.1.16)

其中 ',  是 [0,+∞)上的光滑函数，满足相容性条件 '(0) =  (0) = 0和 '′′(0) + '′(0) = 0.
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2.2 高维波动方程

本节求解高维欧氏空间 ℝd (d ≥ 2) 中的波动方程的初值问题，即给定足够好的初值 ',  , 我
们计算如下方程解的表达式

⎧

⎨
⎩

)2t u − c2∆u = f(t,𝒙) (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd,

u(0,𝒙) = '(𝒙), )tu(0,𝒙) =  (𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd.
(2.2.1)

目前我们已经有(2.2.1)在 d = 1 情况下解的表达式，而另一方面 ℝd 中的点 𝒙 总可以用极坐标表
示为 𝒙 = r𝒛,其中 r = |𝒙|是点 𝒙到原点的距离, 𝒛 ∈ 𝕊d−1 是角变量 (angular variable)，因此我们设
想：是否能把高维问题往一维归纳，至少对径向解（不依赖角变量 𝒛的解）看上去是可行的。

注记 2.2.1. 角变量 𝒛是可以用球极坐标显式写出来的，例如二维的时候我们有 x1 = r cos �, x2 =
r sin �,从而 𝒛 = (cos �, sin �) ∈ 𝕊1;三维的时候有球坐标 x1 = r sin � cos', x2 = r sin � sin', x3 =
r cos �, 其中 r ≥ 0, 纬度 � ∈ [0, �], 经度 ' ∈ [0, 2�), 从而 𝒛 = (sin � cos', sin � sin', cos �) ∈ 𝕊2.
一般维数的参数表达式可在数学分析教材 [1]的 10.8节找到。

2.2.1 径向解与球面平均

本节我们暂且假设 f ≡ 0. 先计算径向解满足的方程，假设解具有形式 u(t,𝒙) = v(t, r), 其中
r = |𝒙| =

√
x21 +⋯ + x2d,那么首先就要计算 v 满足什么方程。特别地，我们需要计算 Laplace算

子的径向部分. 直接计算可得

)xir =
xi√

x21 +⋯ + x2d

=
xi
r ⇒ )xiu = )rv

xi
r 1 ≤ i ≤ d.

再求一次 )xi ,可得

)2xiu = )2rv
x2i
r2
+ )rv (

1
r + xi ⋅ (−

1
r2
) ⋅

xi
r ) = )2rv

x2i
r2
+ )rv (

1
r −

x2i
r3 )

.

对指标 i 从 1到 d求和，得到

∆u =
d∑

i=1
)2xiu = )2rv

∑
x2i
r2

⏟⏟⏟
= r2

r2
=1

+dr )rv −
∑
x2i
r3

⏟⏟⏟
=1∕r

)rv = )2rv +
d − 1
r )rv.
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于是，ℝd 中的径向波动方程有如下形式

)2t v − c2 ()2rv +
d − 1
r )rv)

⏟⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⏟
=∆u的径向部分

= 0, (2.2.2)

该式被称作 Euler-Poisson-Darboux方程。

我们注意到，由于
d−1

r
)rv 的存在，方程(2.2.2)仍不完全和一维波动方程相同。但是如果我们

作变换 V ∶= rv,就得到

)rV = v + r)rv, )2rV = r)2rv + 2)rv ⇒ )2tV − c2)2rV = r ()2t v − c2)2rv − c22r )rv) .

此时如果维数 d = 3,那么 d − 1 = 2,于是(2.2.2)就表明上述等式的右边正好是 0. 所以对 d = 3的
情况，我们证明了 V = rv 满足半直线 {r > 0}上的一维波动方程，进而可以用定理2.1.3的结论求
解。这段讨论也表明，三维情况可能是高维波动方程中最容易求解的情况。

现在我们再进一步：如果去掉“径向解”的假设，我们是否还能对波方程做类似于上面步骤

的约化？如果要做的话，很显然我们需要引进一个类似于“去掉角变量”的步骤，使得空间变量

只剩下一个自由度（在上面的讨论中就是 r的这个自由度）。事实上，对 (2.2.6)的一般情况，我们
可以定义解 u(t,𝒙)在球面 )B(𝒙, r)上的球面积分平均来达到目的。

记号 2.2.1. 设 𝒙 ∈ ℝd, t > 0, r > 0,定义

U(t, r;𝒙) ∶= ⨏
)B(𝒙,r)

u(t,𝒚) dS𝒚 =
1

)B(𝒙, r)的表面积
∫
)B(𝒙,r)

u(t,𝒚) dS𝒚

为 u(t, ⋅)在球面 )B(𝒙, r)上（即以 𝒙为球心, r为半径的球面上）的积分平均。类似我们也可以定
义 Φ(r;𝒙), Ψ(r;𝒙)分别为初值 ',  在 )B(𝒙, r)上的球面平均。

需注意的是, U(t, r;𝒙)不是 (关于 𝒙的)径向函数，而是在我们固定 𝒙这个点的情况下，关于
𝒙这个点是“径向的”。据此记号，我们可以证明球面平均满足 Euler-Poisson-Darboux方程.

引理 2.2.1. 固定 𝒙 ∈ ℝd,设 u满足方程 (2.2.1),且 f ≡ 0. 则球面平均 U 满足

⎧

⎨
⎩

)2tU − c2
(
)2rU + d−1

r
)rU

)
= 0 t > 0, r > 0

U(0, r;𝒙) = Φ(r;𝒙), )tU(0, r;𝒙) = Ψ(r;𝒙) t = 0, r > 0.
(2.2.3)

这个引理我们稍后再证。先假设它成立，那么根据之前的讨论我们知道在 d = 3时 Ũ ∶= rU
满足半直线 {r > 0}上的波动方程。

引理 2.2.2. 在引理2.2.1的假设下，令 Ũ(t, r;𝒙) ∶= rU(t, r;𝒙) (并类似定义 Φ̃ = rΦ, Ψ̃ = rΨ),维数
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d = 3,则从方程 (2.2.1)（此时仍假设 f ≡ 0）可推出

⎧

⎨
⎩

)2t Ũ − c2)2r Ũ = 0 t > 0, r > 0

Ũ(0, r;𝒙) = Φ̃(r;𝒙), )tŨ(0, r;𝒙) = Ψ̃(r;𝒙) t = 0, r > 0.
(2.2.4)

因此我们可以用定理2.1.3的结论计算出 Ũ. 而再根据 U 的定义和解的连续性，我们可以试图
通过把球面往中心收缩的方式（即取极限 r → 0）去计算 u(t,𝒙).

u(t,𝒙) = lim
r→0+

⨏
)B(𝒙,r)

u(t,𝒚) dS𝒚 = lim
r→0+

1
r Ũ(t, r;𝒙).

注意，如果被积函数关于空间变量 𝒚是连续的，那么如上极限过程是必然成立的。
到这一步，我们离完整求解三维波动方程就差证明引理 2.2.1了。

引理2.2.1的证明. 证明最关键的步骤就是化简 )rU 的表达式。

断言. 固定 𝒙 ∈ ℝd,我们有下式成立

)rU(t, r;𝒙) =
r
d
⨏
B(𝒙,r)

∆u(t,𝒚) d𝒚. (2.2.5)

其中 ⨏B(𝒙,r) f(𝒚) d𝒚 ∶= 1

vol (B(𝒙,r))
∫B(𝒙,r) f(𝒚) d𝒚表示 f 在球 B(𝒙, r)上的积分平均。

首先我们来看如果这个断言正确，那么接下来会得到什么。

“断言 ⇒引理2.2.1”的证明. 注意到 vol (B(𝒙, r)) = �(d)rd = r

d
()B(𝒙, r)的表面积),我们得到

)rU = r
c2d

⨏
B(𝒙,r)

)2t u(t,𝒚) d𝒚 = 1
c2Area()B(𝒙, r))

∫
B(𝒙,r)

)2t u d𝒚.

然后用极坐标表示 (见引理B.2.1)去写上式最后一个积分

rd−1)rU = 1
c2d�(d)

∫
B(𝒙,r)

)2t u d𝒚 = 1
c2d�(d)

∫
r

0
(∫

)B(𝒙,�)
)2t u(t,𝒚) dS𝒚) d�.

再求一次 )r 导数得到

)r(rd−1)rU) =
1

c2d�(d)
∫
)B(𝒙,r)

)2t u(t,𝒚) dS𝒚 = c−2rd−1⨏
)B(𝒙,r)

)2t u(t,𝒚) dS𝒚 = c−2rd−1)2tU.

上式左边拆括号并消掉 rd−1，就得到方程 )2tU − c2)2rU − d−1

r
U = 0，其中 r > 0. 而方程(2.2.3)的初

值也可以直接验证。所以现在就只用证明上面这个断言了。
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断言的证明. 我们现在需要把（边界 )B(𝒙, r)上的）曲面积分转化为（B(𝒙, r)里面的）体积分,要做
到这一步就只能反过来用散度定理（命题 B.1.1或 B.1.2）。在此之前，我们需注意要计算的量是 )rU
而不是U本身，而在U的定义式里面，积分区域和积分外面乘的系数都和 r有关，求导计算不是很
方便。所以我们不妨作变量替换，将积分区域变得和 r无关。我们知道对任意 𝒚 ∈ )B(𝒙, r),都存在
唯一的 𝒛 ∈ 𝕊d−1 使得 𝒚 = 𝒙 + r𝒛. 如此变量替换的 Jacobian也是可以直接计算的: dS𝒚 = rd−1 dS𝒛,
这里出现 (d − 1)次方是因为单位球面本身是 (d − 1)维的超曲面。于是现在有

U(t, r;𝒙) = 1
d�(d)rd−1

∫
)B(𝒙,r)

u(t,𝒚) dS𝒚
𝒚=𝒙+r𝒛
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ 1

d�(d)
∫
)B(𝟎,𝟏)

u(t,𝒙 + r𝒛) dS𝒛.

现在计算 )r 导数就很容易了，据链式法则有

)rU(t, r;𝒙) =
d∑

i=1

1
d�(d)

∫
)B(𝟎,𝟏)

)xiu(t,𝒙 + r𝒛)zi dS𝒛 =
1

d�(d)
∫
)B(𝟎,𝟏)

∇u(t,𝒙 + r𝒛) ⋅ 𝒛 dS𝒛.

接下来我们把积分变量换回 𝒚-变量。由于向量 𝒛 = 𝒚−𝒙

r
恰好是球面 )B(𝒙, r)在 𝒚 = 𝒙 + r𝒛这一点

处的单位外法向量，我们就可以用散度定理（命题 B.1.2）得到我们想要的结论。

)rU(t, r;𝒙) =
1

d�(d)rd−1
∫
)B(𝒙,r)

∇u(t,𝒚) ⋅
𝒚 − 𝒙
r

⏟⏟⏟
=N at 𝒚∈)B(𝒙,r)

dS𝒚 =
1

d�(d)rd−1
⏟⎴⎴⏟⎴⎴⏟
= r
d

1
vol (B(𝒙,r))

∫
B(𝒙,r)

∆u(t,𝒚)
⏟⎴⏟⎴⏟
=∇⋅(∇u)

d𝒚

= r
d
⨏
B(𝒙,r)

∆u(t,𝒚) d𝒚.

2.2.2 ℝ3 和 ℝ2 中的波动方程求解

根据分解引理（引理2.1.1），为了求解方程(2.2.1),我们只需考虑 '(𝒙) = f(t,𝒙) = 0的情况

⎧

⎨
⎩

)2t u − c2∆u = 0 (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd,

u(0,𝒙) = 0, )tu(0,𝒙) =  (𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd.
(2.2.6)

据引理2.2.2,我们知道当 d = 3时方程(2.2.6)的解 u(t,𝒙)对应的量 Ũ = rU 必定满足如下方程

⎧

⎨
⎩

)2t Ũ − c2)2r Ũ = 0 t > 0, r > 0

Ũ(0, r;𝒙) = 0, )tŨ(0, r;𝒙) = Ψ̃(r;𝒙) t = 0, r ≥ 0.
(2.2.7)
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再由半直线波方程解的表达式（定理2.1.3）得到 Ũ 的显式表达式为

Ũ(t, r;𝒙) = 1
2c ∫

r+ct

ct−r
Ψ̃(s) ds, 0 < r ≤ ct.

接下来我们取 r → 0时的极限，也就是将球面收缩到球心，得到 u = lim
r→0

1
r Ũ 的表达式

u(t,𝒙) = 1
2c limr→0+

1
r ∫

r+ct

ct−r
Ψ̃(s) ds = 1

c Ψ̃(ct) = t⨏
)B(𝒙,ct)

 (𝒚) dS𝒚 =
1

4c2�t
∫
)B(𝒙,ct)

 (𝒚) dS𝒚.

注意，这个极限过程实际上只用到了被积函数的连续性。此时我们就得到了方程(2.2.6)的解，也是
方程(2.2.1)对应 f,  ≡ 0 时的解（或者说是分解引理2.1.1中的 u2）。接下来用引理2.1.1就可算得
方程(2.2.1)在三维情况下的表达式。

⎧

⎨
⎩

)2t u − c2∆u = f(t,𝒙) (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝ3,

u(0,𝒙) = '(𝒙), )tu(0,𝒙) =  (𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝ3.
解的表达式为 (2.2.8)

u(t,𝒙) = )t (t⨏
)B(𝒙,ct)

'(𝒚) dS𝒚) + t⨏
)B(𝒙,ct)

 (𝒚) dS𝒚 + ∫
t

0
(t − �)⨏

)B(𝒙,c(t−�))
f(�,𝒚) dS𝒚 d�. (2.2.9)

表达式(2.2.9)的下划线部分被称作基尔霍夫 (Kirchhoff)公式。我们通过下面的步骤也可以把基尔
霍夫公式中的 )t 去掉

⨏
)B(𝒙,ct)

'(𝒚) dS𝒚 = ⨏
)B(0,1)

'(𝒙 + ct𝒛) dS𝒛

⇒ )t (t⨏
)B(𝒙,ct)

'(𝒚) dS𝒚) = ⨏
)B(𝒙,ct)

'(𝒚) dS𝒚 + ⨏
)B(𝒙,ct)

∇'(𝒚) ⋅ (𝒚 − 𝒙) dS𝒚,

得到该式的过程与之前“断言”的证明类似，读者可以自行完成。进而我们得到基尔霍夫公式的

一个更实用的版本

u(t,𝒙) = ⨏
)B(𝒙,ct)

'(𝒚) + ∇'(𝒚) ⋅ (𝒚 − 𝒙) + t (𝒚) dS𝒚 (2.2.10)

+ 1
4�c2

∫
B(𝒙,ct)

f(t − |𝒚 − 𝒙|∕c,𝒚)
|𝒚 − 𝒙|

d𝒚.

本节所得的结论可总结为下述定理
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定理 2.2.3 (ℝ3中波动方程初值问题的解). 给定初值 ' ∈ C3(ℝ3),  ∈ C2(ℝ3)和源项 f ∈ C2
t,𝒙([0,∞)×

ℝ3),由公式(2.2.10)给出的函数 u(t,𝒙)就是波动方程(2.2.8)的解，并且满足 u ∈ C2([0,∞) ×ℝ3).

当空间维数 d = 2时，我们不再能将高维波方程通过如上手段变成一维半直线上的波动方程。
而求解二维波动方程的方法被称作降维法 (method of descent). 具体而言，我们可以把二维波动
方程视作是三维波动方程在平面 {x3 = 0}上的限制。为了简便，我们接下来只讨论齐次波动方程
(f = 0)的求解，非齐次的情况仍然可以由分解引理直接得出解的表达式。

⎧

⎨
⎩

)2t u − c2∆2u = 0 (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝ2,

u(0,𝒙) = '(𝒙), )tu(0,𝒙) =  (𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝ2.
(2.2.11)

此处 ∆2 ∶= )2x1 + )2x2 . 现在给定 𝒙 = (x1, x2),我们记 ū(x1, x2, x3) = u(x1, x2)并类似定义 '̄,  ̄. 我们
先考虑三维问题

⎧

⎨
⎩

)2t ū − c2∆3ū = 0 in ℝ+ ×ℝ3,

ū|t=0 = '̄, )tū|t=0 =  ̄.
(2.2.12)

这里 ∆3 ∶= )2x1 + )2x2 + )2x3 . 记 𝒙̄ = (x1, x2, 0)再用基尔霍夫公式 (2.2.12)得到

ū(t, 𝒙̄) = ⨏
)B̄(𝒙̄,ct)

'̄(𝒚̄) + ∇'̄(𝒚̄) ⋅ (𝒚̄ − 𝒙̄) + t ̄(𝒚̄) dS̄𝒚̄

其中 B̄(𝒙̄, ct)是以 𝒙̄为球心，半径为 ct 的三维球, )B̄(𝒙̄, ct) ⊂ ℝ3 是这个球的边界。现在我们把这

个三维球投影到平面 {x3 = 0}上，因此也要把上面的曲面积分变成在平面 {x3 = 0}内的圆盘上的
积分。先计算 Jacobian,我们知道对球面 )B̄(𝒙̄, ct)上的点 𝒚̄ = (𝒚, y3),我们可以把第三个分量的坐
标写成前两个分量的函数，分别对应上、下球壳

(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 + (y3)2 = (ct)2

⇒ y3 = 
(𝒚) ∶= ±
√
(ct)2 − (y1 − x1)2 − (y2 − x2)2 = ±

√
(ct)2 − |𝒚 − 𝒙|2, y3 ≷ 0.

因此，在把三维空间中的球壳 )B̄(𝒙̄, ct)投影到 ℝ2 × {0}时,我们可利用参数曲面上的积分公式1算

得

dS̄𝒚̄ =
√
1 + |∇
(𝒚)|2 d𝒚 = ct

√
(ct)2 − |𝒚 − 𝒙|2

.

1对参数曲面 x3 = 
(y1, y2),其中 (y1, y2) ∈ Ω ⊂ ℝ2,它的面积由下式给出，见数学分析教材 [1]第 12.2节。

Area =∬
Ω

√
1 + ()y1
)2 + ()y2
)2 dy1 dy2.
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同时我们还要注意，在把三维空间中的球面 )B̄(𝒙̄0, ct)投影到二维平面内的 B(𝒙, ct)时，我们
必须要将上下两半球壳给拆开（因为它们作为参数曲面的表达式有正负号的区别），所以投影之后

的区域实际上是两个叠在一起的圆盘。现在就可直接写出波方程初值问题(2.2.11)在 d = 2情况下
的解，它被称作泊松 (Poisson)公式。

u(t,𝒙) = 2
4�ct ∫B(𝒙,ct)

'(𝒚) + ∇'(𝒚) ⋅ (𝒚 − 𝒙) + t (𝒚)
√
(ct)2 − |𝒚 − 𝒙|2

d𝒚 ∀t > 0,𝒙 ∈ ℝ2 (2.2.13)

类似地，利用分解引理，我们可以求得非齐次问题(2.2.1)解的表达式

u(t,𝒙) = 1
2�ct ∫B(𝒙,ct)

'(𝒚) + ∇'(𝒚) ⋅ (𝒚 − 𝒙) + t (𝒚)
√
(ct)2 − |𝒚 − 𝒙|2

d𝒚

+ 1
2�c ∫C(𝒙,t)

f(�,𝒚)
√
c2(t − �)2 − |𝒚 − 𝒙|2

d𝒚 d�, (2.2.14)

其中 C(𝒙, t) = {(𝒚, �) ∈ ℝ3 ∶ 0 ≤ � ≤ t, |𝒚 − 𝒙| ≤ c(t − �)} 是 ℝ3 中以 (𝒙, t) 为顶点、圆盘
{(𝒙, 0) ∶ |𝒚 − 𝒙| ≤ ct}为底部的圆锥。本节所得的结果便可总结为如下定理。

定理 2.2.4 (ℝ2中波动方程初值问题的解). 给定初值 ' ∈ C3(ℝ2),  ∈ C2(ℝ2)和源项 f ∈ C2
t,𝒙([0,∞)×

ℝ2),由表达式(2.2.14)给出的函数 u(t,𝒙)是波动方程(2.2.1)在 d = 2情况下的解，并属于C2([0,∞)×
ℝ2).

对更高维数 d ≥ 4,我们仍需讨论 d的奇偶性。当 d = 2k + 1为奇数时，我们可以按如下方式
定义 Ũ 使得它满足半直线 {r > 0}上的一维波动方程

Ũ(t, r;𝒙) = (1r )r)
k−1

(r2k−1U(t, r;𝒙)), U(t, r;𝒙) ∶= ⨏
)B(𝒙,ct)

u(𝒚) dS𝒚.

证明的关键步骤是建立如下恒等式

)2r (
1
r )r)

k−1

(r2k−1f(r)) = (1r )r)
k (
r2kf′(r)

)
.

偶数维的情况仍然采用降维法求解，具体参见 Evans [3, Chap. 2.4.1(d)-(e)],此处不再列出表达式。

2.2.3 波动方程的衰减速率

对于维数 d ≥ 2的齐次波动方程 (f = 0),基尔霍夫公式和泊松公式表明，如果初值 ',  具有
紧支集（或者在无穷远处的衰减足够快），那么解在 t → ∞时会衰减到零。本节我们以 d = 3为
例给出衰减速率的计算。
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首先来看一个比较简单的结果。

定理 2.2.5 (ℝ3 中的波动方程解的衰减速率). 设空间维数 d = 3，波动方程(2.2.1)中的源项 f ≡ 0,
初值 ' ∈ C3

c (ℝ3),  ∈ C2
c (ℝ3)且二者的支集落在球 B(𝟎, R)内。则存在常数 C > 0（依赖 R）,使得

对任意 t > 0,𝒙 ∈ ℝd 成立衰减估计

|u(t,𝒙)| ≤ C(1 + t)−1 [(1 + t)−1max
ℝ3

|'| +max
ℝ3

|∇'| +max
ℝ3

| |] . (2.2.15)

证明. 由基尔霍夫公式，我们有

u(t,𝒙) = 1
4�(ct)2

∫
)B(𝒙,ct)

'(𝒚) + ∇'(𝒚) ⋅ (𝒚 − 𝒙) + t (𝒚) dS𝒚 ∀t > 0,𝒙 ∈ ℝ3.

首先我们考虑 t > 1的情况。不难证明，存在常数 C′ > 0使得 (B(𝟎, R)) ∩ )B(𝒙, ct))的面积 ≤ C′R2

（因为这个面积不可能超过球的表面积2；另一方面，|𝒚− 𝒙| = ct 在如上积分式中成立，所以代入
基尔霍夫公式就得到结论。

当 0 < t ≤ 1时，又由基尔霍夫公式得知

|u(t,𝒙)| ≤ max
ℝ3

|'| + ctmax
ℝ3

|∇'| + tmax
ℝ3

| | ≤ max
ℝ3

|'| + cmax
ℝ3

|∇'| +max
ℝ3

| |.

而此时
1

2
≤ 1

1+t
< 1,所以我们可以在不等式右边强行塞入 1

1+t
的倍数以证得相同的结论。

注记 2.2.2. 上述定理表明了 3维波动方程具有 O(t−1)的衰减速率，我们往往将 t−1改写为 (1+t)−1

以表示这是用在 t →∞时的衰减估计，进而避开 t = 0附近 1∕t 的奇性。

我们注意到上面这个结果的不等式右边实际上依赖于初值支集的大小。事实上，我们可以证

明不依赖于初值支集大小的衰减速率估计，结果如下。

定理 2.2.6 (*ℝd 中的波动方程解的衰减速率). 设空间维数 d ≥ 2, 方程(2.2.6)的初值 ' = 0,  ∈
C∞(ℝd)且各阶导数均在 ℝd 上是可积的，u是方程的解。则存在常数 C > 0（仅依赖 d, c）使得对
任意 t > 1有

∀𝒙 ∈ ℝd, |u(t,𝒙)| ≤ Ct−
d−1
2

⌊ d
2
⌋∑

k=0

∫
ℝd

|)k (𝒚)| d𝒚. (2.2.16)

本讲义中我们只对 d = 3作出证明，d = 2的情况留作习题（技术上稍微复杂一点）。

三维情况的证明. 我们仍假设  具有紧支集，否则对一般的  ,我们注意到解 u(t,𝒙)实际上只依赖
于  |)B(𝒙,ct)这部分的取值，所以我们可以取截断函数 � ∈ C∞

c (ℝ3)满足 0 ≤ � ≤ 1, �在 B(𝒙, c(t+1))

2这里用到结论: 若 C ⊂ ℝ3是凸集且包含于某个半径为 R的球，则 )C的“表面积”（二维Hausdorff测度）不超过
该球的表面积。具体证明可以参阅Math Stackexchange问题 https://math.stackexchange.com/questions/58456/
surface-area-of-a-convex-set-less-than-that-of-its-enclosing-sphere下的回答。

https://math.stackexchange.com/questions/58456/surface-area-of-a-convex-set-less-than-that-of-its-enclosing-sphere
https://math.stackexchange.com/questions/58456/surface-area-of-a-convex-set-less-than-that-of-its-enclosing-sphere
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内恒为 1，在 ℝ3∖B(𝒙, c(t + 2))之外恒为零，且 |∇�|有一致上界。这样的话，把方程解的表达式
里面的  换成 � 可以得到同样的上界。

对任意 𝒚 ∈ )B(𝒙, ct),我们可以将其写成 𝒚 = 𝒙 + ct𝒛, 𝒛 ∈ 𝕊2,于是基尔霍夫公式可以写成

u(t,𝒙) = t
4�c2t2

∫
)B(𝒙,ct)

 (𝒚) dS𝒚 =
t
4� ∫

)B(𝟎,1)
 (𝒙 + ct𝒛) dS𝒛.

由于  具有紧支集，所以 lim
|𝒙|→∞

 (𝒙) = 0. 再由微积分基本定理得  (𝒙+ ct𝒛) = − ∫∞ct )s (𝒙+ s𝒛) ds.

于是基尔霍夫公式现在变成如下形式

u(t,𝒙) = − t
4� ∫

∞

ct
∫
)B(𝟎,1)

)s (𝒙 + s𝒛) dS𝒛 ds.

对 s ≥ ct,我们有 t ≤ s2∕(c2t),从而

|u(t,𝒙)| ≤ 1
4�c2t

∫
∞

ct
s2 ∫

)B(𝟎,1)
|)s (𝒙 + s𝒛)| dS𝒛 ds

= 1
4�c2t

∫

ℝ3∖B(𝒙,ct)

|∇ (𝒚)| d𝒚 (用极坐标表示，见引理B.2.1)

≤ 1
4�c2t

∫
ℝ3

|∇ (𝒚)| d𝒚.

习题 2.2

习题 2.2.1. 设 u(t,𝒙)是如下初值问题的解

⎧

⎨
⎩

)2t u − c2∆u = 0 t > 0, 𝒙 ∈ ℝ3;

u(0,𝒙) = f(x1) + g(x2), ut(0, x) = ℎ(x2) + 𝓁(x3) t = 0, 𝒙 ∈ ℝ3,
(2.2.17)

其中 f, g, ℎ,𝓁都是给定的光滑函数，计算 u的显式表达式。
提示：利用方程的线性把三维问题转化成一维问题。

习题 2.2.2. 将定理2.2.5里面的维数改成 d = 2,并不妨设 ' = 0，证明方程的解在 t 充分大时具有
衰减估计

|u(t,𝒙)| ≤ CRt−1∕2max
ℝ2

| |. (2.2.18)
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其中常数 CR > 0依赖于 R, c.
提示：在泊松公式中令 r = |𝒚 − 𝒙|, 然后讨论 B(𝒙, ct) 是否完全包含 B(𝟎, R). 若是，则此时

r ≤ |𝒙| + R ≤ ct,实际的积分区域就是 B(𝟎, R). 若否，则 ct < |𝒙| + R,此时需要利用极坐标去具体
估算 )B(0, R) ∩ B(𝒙, ct)的弧长，并注意到 t 充分大时，r和 ct 的大小是近乎同阶的，利用该事实
放缩 Poisson公式中的分母。

习题 2.2.3. 设函数 u(t,𝒙) = ei(𝒚⋅𝒙−�t), 其中 � ∈ ℂ, 𝒙,𝒚 ∈ ℝd. 对如下方程具有该形式的解，计算
�与 |𝒚|之间的关系（该关系称作“色散关系”）。

(1) 波动方程 )2t u − ∆u = 0.
(2) Klein-Gordon方程 )2t u − ∆u +m2u = 0,这里 m > 0是常数.
(3) Schrödinger方程 i)tu + ∆u = 0.
(4) Airy方程 )tu + )3xu = 0,本例中 d = 1.

问题 2.2

问题 2.2.1. 证明定理2.2.5的二维情况，其中假设初值 ' = 0,  ∈ C∞
c (ℝ2).

(1) 用积分的极坐标表示证明

u(t,𝒙) = 1
2� ∫

t

0

r
√
t2 − r2

∫
)B(𝟎,1)

 (𝒙 + r𝒛) dS𝒛 dr.

(2) 证明: 存在常数 C > 0（不依赖  ），使得如下估计成立

|u(t,𝒙)| ≤ C
√
t
(∫

ℝ2

| (𝒚)| d𝒚 + ∫
ℝ2

|∇ (𝒚)| d𝒚) .

(2)的提示：把 (1)右边的积分 ∫t0拆成 ∫t−"0 + ∫tt−". 第二部分的估计和三维情况类似。对第一部
分，把 r ≤ t − "带进 (1)中的分母，然后取 " > 0充分小去得到要证的结果。

2.3 能量法：波方程的有限传播速度

对于高维欧氏空间中的波动方程的初值问题

⎧

⎨
⎩

)2t u − c2∆u = 0 (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd,

u(0,𝒙) = '(𝒙), )tu(0,𝒙) =  (𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd,
(2.3.1)
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我们已经求得古典解的显式表达式。接下来我们仿照一维情况提两个问题：

1. 给定点 (t0,𝒙0),解在这一点的取值 u(t0,𝒙0)依赖于初值 ',  的哪部分？

2. 如果我们修改初值 ',  在 𝒙 = 𝒙0 附近的取值,那么对哪些 (t,𝒙),解 u(t,𝒙)的取值会受到影
响？

2.3.1 依赖区域、影响区域、决定区域

给定点 t0 > 0和 𝒙0 ∈ ℝd,我们定义顶点为 (t0,𝒙0)特征锥 (又称作该点的过往光锥 (past light
cone))如下

K(t0,𝒙0) ∶=
{
(t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd ∶ 0 ≤ t ≤ t0, |𝒙 − 𝒙0| ≤ c(t0 − t)

}
.

从基尔霍夫公式和泊松公式中可以看出，无论是二维还是三维情况，方程的解 u(t0,𝒙0)完全由初
值在特征锥“底座”内的部分决定，即如下区域

D(t0,𝒙0) = {𝒙 ∈ ℝd ∶ |𝒙 − 𝒙0| ≤ ct0},

该区域被称作解 u(t,𝒙)在点 (t0,𝒙0)处的依赖区域。另一方面，在 t = t0时刻之前，初值在 D(t0,𝒙0)
之外的部分对解是没有影响的。

ℝd

t

𝒙0
D(t0,𝒙0)

t0

(t0,𝒙0)

图 2.9: 顶点为 (t0,𝒙0)的特征锥示意图

注记 2.3.1. 给定区域 D0 ∈ ℝd, 我们希望反过来找到所有的 (t,𝒙) ∈ ℝ+ × ℝd, 使得 u(t,𝒙)的依赖
区域（记作 D(t,𝒙)）完全落在 D0 内。这些 (t,𝒙)构成的集合被称作 D0 的决定区域,其定义为

FD0 = {(t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd ∶ D(t,𝒙) ⊂ D0} ⊂ ℝ1+d.
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我们也可以从影响区域来看。给定 𝒙0 ∈ ℝd,我们定义未来光锥 (future light cone) J𝒙0 为

Jx0 ∶= {(t, x) ∈ ℝ+ ×ℝd ∶ |𝒙 − 𝒙0| ≤ ct},

它又被称作点 𝒙0 的影响区域。可见，在 𝒙0 处施加的扰动在 t 时间内至多被传播到与 𝒙0 相距 ct
的地方。

图 2.10: 点 𝒙0 处初值的影响区域

同时，我们也不难看出影响区域和依赖区域之间具有如下关系：

J𝒙0 ∶= {(t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd ∶ 𝒙0 ∈ D(t,𝒙)}.

类似地，给定 ℝd 中的区域 D,我们可以定义区域 D 的影响区域为

JD0 =
⋃

𝒙0∈D0

J𝒙0 .

如果我们进一步观察基尔霍夫公式和泊松公式，就会发现三维情况和二维情况的一个差别：

d = 3时, u(t0,𝒙0)仅仅依赖于初值在决定区域的边界上的部分，即 )D(t0,𝒙0) = {𝒙 ∈ ℝd ∶ |𝒙−𝒙0| =
ct0}; 而 d = 2 时，u(t0,𝒙0) 的取值依赖于初值在整个 D(t0,𝒙0) 内的取值。例如，假设初值 ' ≡ 0,
 > 0在某个区域 D0 里恒成立,并且在 ℝd∖D0 上有  ≡ 0. 今考虑 𝒙0 ∉ D0 并且记 dmin, dmax 为点
𝒙0 到区域 D0 中的点的最近距离和最远距离。
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图 2.11: 区域 D0 内的初值  对点 𝒙0 处的影响

于是我们有

• d = 3:

(1) 0 < t0 <
dmin
c
: 这是因为 )D(t0,𝒙0) ∩ D0 = ∅,进而 u(t0,𝒙0) = 0.

(2) dmin
c
< t0 <

dmax
c
: 这是因为 )D(t0,𝒙0) ∩ D0 ≠ ∅,进而 u(t0,𝒙0) > 0.

(3) t0 >
dmax
c
: 这是因为 )D(t0,𝒙0) ∩ D0 = ∅,我们又有 u(t0,𝒙0) = 0.

• d = 2:

(1) 0 < t0 <
dmin
c
: 因为 D(t0,𝒙0) ∩ D0 = ∅,故有 u(t0,𝒙0) = 0.

(2) t0 >
dmin
c
: 因为 D(t0,𝒙0) ∩ D0 ≠ ∅,故有 u(t0,𝒙0) > 0.

可见，三维的波是“无后效的”，当波通过观察点后不会残留振动。这种特性使得声波在传播

过程中不会对观察点产生持续的影响。这种现象被称作惠更斯原理 (Huygens’ principle). 而二维
情况不满足惠更斯原理，存在后效性。

图 2.12: 惠更斯原理的示意图

注记 2.3.2. 上述解释可以联想生活中的两个不同现象。一个人在开放空间中对自己喊话时，自己
听到声音之后就不会再次听到了。而另一个场景则是往平静的湖面里面扔一块石头，激起的波浪
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尽管会弥散到远处，但是振幅不会归零。所以说人类应该庆幸生活在三维空间中，要是在二维空

间中早就被吵死了。

2.3.2 能量估计

本节介绍高维波动方程有限传播速度的另证，该方法不需要求出解的表达式，仅需对方程本

身的结构作分析，这在研究变系数或者非线性波动方程时也是适用的。在讲述证明之前，我们先

介绍研究演化方程最重要的基本工具：Grönwall不等式。

定理 2.3.1 (Grönwall 不等式的微分版本). 设 � ∶ [0, T] → ℝ 是非负的绝对连续函数3并满足微分

不等式 �′(t) ≤ �(t)�(t) +  (t). 其中 �(t)和  (t)是 [0, T]上非负的 Lebesgue可积函数，则有

�(t) ≤ e∫
t
0 �(s)ds [�(0) + ∫

t

0
 (s)ds] , ∀t ∈ [0, T].

特别地，若在 [0, T]上成立 �′ ≤ �� 且 �(0) = 0,则 � 在 [0, T]上恒为零。

证明. 从微分不等式中，我们得知

d
ds

(
�(s)e− ∫

s
0 �(r) dr

)
= e− ∫

s
0 �(r) dr (�′(s) − �(s)�(s)) ≤ e− ∫

s
0 �(r) dr (s)

对几乎处处的 0 ≤ s ≤ T 成立。因此对任意的 0 ≤ t ≤ T,由微积分基本定理知

�(t)e− ∫
t
0 �(r) dr ≤ �(0) + ∫

t

0
e− ∫

s
0 �(r)dr (s) ds ≤ �(0) + ∫

t

0
 (s) ds.

等价地，我们也有积分形式的 Grönwall不等式。

定理 2.3.2 (Grönwall 不等式的积分形式). 设 �(t) 是 [0, T] 上的 Lebesgue 可积函数，且存在非负
常数 C1, C2 使得对几乎处处的 t ∈ [0, T]满足积分不等式 �(t) ≤ C1 ∫

t
0 �(s) ds + C2.则有

�(t) ≤ C2
(
1 + C1teC1t

)
, a.e. t ∈ [0, T].

特别地，若对几乎处处的 t ∈ [0, T]有 �(t) ≤ C1 ∫
t
0 �(s) ds,则 � 在 [0, T]上几乎处处等于零。

3我们说 � 在 [0, T] 上是绝对连续的，是指对任意 " > 0，存在 � > 0 满足：对于 [0, T] 内的任何有限个开区间

{(ai , bi)}ni=1，只要
n∑

i=1
(bi − ai) < �,就有

n∑

i=1
|�(bi) − �(ai)| < "恒成立。该条件比“连续性”和“一致连续性”更强。事

实上，绝对连续函数是几乎处处可微的（即去掉一个零测集），且函数的绝对连续性是有界闭区间上牛顿-莱布尼茨公
式成立的充分必要条件。
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证明. 令 �(t) ∶= ∫t0 �(s) ds, 则有 �′ ≤ C1� + C2 对几乎处处的 t ∈ [0, T] 成立。据微分版本的
Grönwall不等式有

�(t) ≤ eC1t (�(0) + C2t) = C2teC1t,

于是得到

�(t) ≤ C1�(t) + C2 ≤ C2
(
1 + C1teC1t

)
.

注记 2.3.3. 如上两个不等式（尤其是第二个）常用于建立演化方程（尤其是非线性方程）的各类
能量估计。特别地，我们在考虑一个演化方程解的长时间存在性时，往往需要对方程建立所谓的

“延拓准则”，即类似于“方程的解在 T∗ 时刻还能继续演化下去当且仅当某个量在 T∗ 时刻仍然保
持有界”这样的论断。此外，如果 �(t)关于时间 t具有衰减性，则我们也可以用 Grönwall不等式
计算演化方程解的寿命（见习题2.3.4）。在实际应用到诸多非线性问题的场景时，尤其是求解非线
性方程的过程中对逼近解做一致估计取极限时，我们往往需要更一般形式的 Grönwall 型不等式，
即

E(t) ≤ P(E(0)) + P(E(t))∫
t

0
P(E(s)) ds ⇒ ∃T > 0, 使得 sup

t∈[0,T]
E(t) ≤ P(E(0)),

其中 P(⋯)表示一个关于括号内各分量的（具有非负系数的）多项式，详情参见 [18, Chapter 2].

能量守恒与有限传播速度

对于波动方程(2.3.1), 如果初值 ',  满足 ∇',  ∈ L2(ℝd), 且在无穷远处衰减到 0，那么可以
证明它的总能量关于时间 t 是守恒的，即令

E(t) = K(t) + P(t), K(t) ∶= 1
2 ∫ℝd

|)tu(t,𝒙)|2 d𝒙, P(t) ∶= c2
2 ∫

ℝd

|∇u(t,𝒙)|2 d𝒙,

其中 K(t), P(t)分别被称作动能和势能。若 E(0) <∞,则可以证明 E(t) ≡ E(0). 证明的过程非常简
单，我们只需要利用分部积分和方程本身去证明 E′(t) = 0即可。

E′(t) = ∫
ℝd

)tu)2t u d𝒙 + c2 ∫
ℝd

∇u ⋅ )t∇u d𝒙 = ∫
ℝd

)tu)2t u d𝒙 − c2 ∫
ℝd

∆u ⋅ )tu d𝒙 = 0.

特别地，上述能量守恒以及方程(2.3.1)的线性直接蕴含了方程(2.3.1)有限能量解的唯一性。事实上，
如果 u1, u2 是方程(2.3.1)带相同初值 (',  ) 的解, 则它们作差之后 w ∶= u1 − u2 仍然满足相同的
方程，但是初值是零，进而 w(t,𝒙)的能量必须恒为零，这表明 w 是常值，又因为它的初值是零，
所以这个常值只能是零。同理，我们也可以证明波动方程(2.3.1)解对初值的连续依赖性。即假设
u1, u2 是方程 (2.3.1)分别带初值 ('1,  1)和 ('2,  2)时的解，则它们的差 v ∶= u1 − u2 满足同样的
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波方程，初值为 ('1 − '2,  1 −  2)。此时能量守恒表明

1
2 ∫ℝd

|)tv|2 + c2|∇v|2 d𝒙 = 1
2 ∫ℝd

| 1 −  2|2 + c2|∇('1 − '2)|2 d𝒙.

所以如果 ∇('1 − '2) 和  1 −  2 的 L2(ℝd) 范数都很小，那么对任意的 t, v(t,𝒙) 对应的能量 E(t)
（即上式的左边）也会一直保持很小。

接下来我们证明“水平切片”{𝒙 ∈ ℝd ∶ |𝒙 − 𝒙0| ≤ c(t0 − t)} 上的能量关于时间 t 单调递减，
该结论实际上蕴含了高维波动方程解的有限传播速度。

定理 2.3.3 (有限传播速度). 对波动方程(2.3.1), 若存在 t0 > 0 和 𝒙0 ∈ ℝd 使得初值 ',  在 {𝒙 ∈
ℝd ∶ |𝒙 − 𝒙0| ≤ ct0}中恒为零,则它对应的解 u(t,𝒙)在如下过往光锥中恒为零

K(t0,𝒙0) ∶=
{
(t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd ∶ 0 ≤ t ≤ t0, |𝒙 − 𝒙0| ≤ c(t0 − t)

}
.

证明. 只需证明在过往光锥的每个“水平切片”上（即图中的每个阴影区域）成立 u = 0即可。特
别地，当空间维数 d = 1时，阴影区域实际上就是区间 [x0 − c(t0 − t), x0 + c(t0 − t)],读者可以对
照一维情况的结论来理解。

ℝd

t

𝒙0
D(t0,𝒙0)

|𝒙 − 𝒙0| = c(t0 − t)

t0

(t0,𝒙0)

图 2.13: 顶点为 (t0,𝒙0)的特征锥示意图

接下来的证明过程是不依赖方程解的表达式的。定义 e(t)为 t时刻对应的“水平切片”B̄(𝒙0, c(t0−
t)) ∶= {𝒙 ∈ ℝd ∶ |𝒙 − 𝒙0| ≤ c(t − t0)}上的能量

e(t) = 1
2 ∫B̄(𝒙0,c(t0−t))

|ut|2 + c2|∇u|2 d𝒙.

则初值条件 ',  在“底座”{t = 0} × {𝒙 ∈ ℝd ∶ |𝒙− 𝒙0| ≤ ct0}上恒为零表明 e(0) = 0. 因此如果能
证明 e′(t) ≤ 0,就能利用 e(t)本身的非负性得出 e(t) ≡ 0.
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在计算 E′(t)时，我们注意到积分区域也依赖时间 t,所以在求导时还需要考虑 )t 落在积分区
域的情况。关于对移动区域内的积分求导，我们有如下公式，其一维版本更容易理解。

引理 2.3.4. 考虑一组光滑区域 Ω(t) ⊂ ℝd 且至少 C1 依赖于参数 t,设其边界上的单位外法向量为
N,边界 )Ω(t)运动速度为 v⃗. 则有

d
dt
∫
Ω(t)

f(t,𝒙) d𝒙 = ∫
Ω(t)

)tf(t,𝒙) d𝒙 + ∫
)Ω(t)

f(v⃗ ⋅N) dS𝒙.

特别地，当空间维数 d = 1且 Ω(t) = [A(t), B(t)]时,上述公式变成

d
dt
∫
B(t)

A(t)
f(t, x) dx = ∫

B(t)

A(t)
)tf(t, x) dx + f(t, B(t))B′(t) − f(t, A(t))A′(t).

据此引理，我们可以计算出

e′(t) = ∫
B̄(𝒙0,c(t0−t))

ututt + c2(∇u) ⋅ (∇ut) d𝒙 − c ⋅ 12 ∫)B(𝒙0,c(t0−t))
|ut|2 + c2|∇u|2 dS,

其中我们利用了阴影区域的边界 |𝒙 − 𝒙0| = c(t0 − t) 的移动速度是 −c, 对应一维区间的情况则是
A(t) = x0 − c(t0 − t), B(t) = x0 + c(t0 − t).

在 e′(t)的第一个积分式中,我们分部积分（见命题B.1.1）可得

∫
B̄(𝒙0,c(t0−t))

ututt + c2 (∇u) ⋅ (∇ut)
⏟⎴⎴⏟⎴⎴⏟
=
∑

i )iu)iut

d𝒙 = ∫
B̄(𝒙0,c(t0−t))

ututt − c2 ∇ ⋅ (∇u)
⏟⎴⏟⎴⏟

=
∑

i )i)iu=∆u

(ut) d𝒙 + c ∫
)B(𝒙0,c(t0−t))

ut ⋅ (c
)u
)N

) dS𝒙.

结合上述两个表达式，得到

e′(t) = − c
2 ∫)B(𝒙0,c(t0−t))

|ut|2 + c2|∇u|2 dS𝒙 + c ∫
)B(𝒙0,c(t0−t))

ut ⋅
c)u
)N

dS𝒙.

在最后一项中使用均值不等式可得

|||||||
ut ⋅ (c

)u
)N

)
|||||||
≤ 1
2 (|ut|

2 + c2
|||||||
)u
)N

|||||||

2

) ≤
1
2(|ut|

2 + c2|∇u|2),

这可以推出

e′(t) ≤ − c2 ∫)B(𝒙0,c(t0−t))
|ut|2 + c2|∇u|2 dS𝒙 + ∫

)B(𝒙0,c(t0−t))

c
2(|ut|

2 + c2|∇u|2) dS𝒙 = 0.
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注记 2.3.4. 上述定理表明，初值在 B̄(𝒙0, ct0)之外的部分在 t0 时刻之前无法对解 u产生影响。这
也解释了为什么我们说“波动方程的解具有有限传播速度”。需注意，如上证明过程并不依赖方程

解的显式表达式，该方法可以推广到非线性波动方程上，本节末尾的问题2.3.1便是一个例子。

非齐次波动方程的能量估计

如果外力项 f(t, x) 非零，那么我们不再具有能量守恒，但是我们仍然可以用 Grönwall 不等
式来估计能量的增长速率。本节考虑如下方程的能量估计

⎧

⎨
⎩

)2t u − c2∆u = f(t,𝒙) (t,𝒙) ∈ ℝ+ ×ℝd,

u(0,𝒙) = 0, )tu(0,𝒙) =  (𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd,
(2.3.2)

并令 E(t) = 1

2
∫ℝd |)tu(t,𝒙)|2 d𝒙 +

c2

2
∫ℝd |∇u(t,𝒙)|2 d𝒙. 直接计算可得

E′(t) =∫
ℝd

)tu()2t u − c2∆u) d𝒙 = ∫
ℝd

)tu f(t,𝒙) d𝒙.

对时间变量积分得到

E(t) = E(0) + ∫
t

0
∫
ℝd

)tu(�,𝒙)f(�,𝒙) d𝒙 d� ≤ E(0) + ∫
t

0
‖)tu(�, ⋅)‖L2(ℝd)‖f(�, ⋅)‖L2(ℝd) d�

≤ E(0) + sup
0≤�≤t

‖)tu(�, ⋅)‖L2(ℝd) ∫
t

0
‖f(�, ⋅)‖L2(ℝd) d�

用 Young不等式，得到对任意 � > 0都有

E(t) ≤ E(0) + � sup
0≤�≤t

‖)tu(�, ⋅)‖2L2(ℝd) +
1
4�

(∫
t

0
‖f(�, ⋅)‖L2(ℝd) d�)

2

≤ E(0) + � sup
0≤�≤t

‖)tu(�, ⋅)‖2L2(ℝd) +
T
4�

∫
t

0
∫
ℝd

f2(�,𝒙) d𝒙 d�.

给定 T > 0,两边对 t ∈ [0, T]取上确界，并取 � > 0充分小使得右边的 � 项被左边吸收，就得到

sup
0≤t≤T

E(t) ≤ C (E(0) + T ∫
T

0
∫
ℝd

f2(t,𝒙) d𝒙 dt) .
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同样地，我们可以对方程(2.3.2)建立一个与定理2.3.3类似的结果。模仿之前的定理证明可以算得

e′(t) ≤ ∫
B(𝒙0,c(t0−t))

)tu f(t,𝒙) d𝒙 ≤ e(t) + 1
2 ∫B(𝒙0,c(t0−t))

f2(t,𝒙) d𝒙 ∀t ∈ [0, t0].

用 Grönwall不等式就可算出能量泛函在“水平切片”上的增长率

sup
0≤t≤t0

e(t) ≤ C (e(0) + t0 ∫
t0

0
∫
ℝd

f2(t,𝒙) d𝒙 dt) .

习题 2.3

习题 2.3.1. 设 ℝd 中的波动方程(2.2.1)的源项 f ≡ 0,初值 ',  都是多项式，问：方程的解是否也
是关于 t,𝒙的多项式？证明你的结论。

提示：g(𝒙)是多项式当且仅当存在正整数 k,使得对长度 ≥ k 的多重指标 � 都有 )�g = 0.

习题 2.3.2. 证明：如下的梁方程 (beam equation)至多只有一个光滑解。

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt + uxxxx = 0 in (0, T) × (0, 1)

u = ux = 0 on [0, T] × ({0} ∪ {1})

u = ', ut =  on {t = 0} × [0, 1].

(2.3.3)

习题 2.3.3. 证明：对任意常数D ∈ ℝ,如下方程至多只有一个光滑解 u ∈ C∞([0, T] × [0, 1]).

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

)2t u + D)tu − )2xu = 0 t ∈ (0, T), x ∈ (0, 1)

u(0, x) = '(x), )tu(0, x) =  (x) x ∈ [0, 1]

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 t ∈ [0, T].

(2.3.4)

习题 2.3.4. 设 0 < " ≪ 1,设非负函数 � ∈ C1([0,∞))满足 �′(t) ≤ "�(t)�(t),且 �(0) = ".

(1) 若给定 ∫∞0 �(s) ds < ∞,证明存在常数 C > 0使得 �(t) ≤ C" 对 t ≥ 0恒成立。这说明当 �(t)
的衰减速率关于时间变量 t 可积时，小初值不可能得到大解。

(2) 当 "充分小，�(t)分别取成 (1 + t)−1, (1 + t)−
1
2 , 1

(2+t) ln(2+t)
, 1

(2+t) ln2(2+t)
时，求出 T" 的阶，使得

在 [0, T"]中不等式 �(t) ≤ C"仍对某个不依赖 "的常数 C > 0成立。

注：该题所涉及的结论实际上在证明诸多偏微分方程的小初值长时间行为时经常用到，即所

谓的“连续性方法”或者叫“bootstrap argument”，该方法的原理和叙述可参见陶哲轩的书 [18,
1.2-1.3节]。
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问题 2.3

问题 2.3.1. 考虑如下三维半线性波动方程的初值问题

⎧

⎨
⎩

)2t u − ∆u + u5 = 0 t > 0, 𝒙 ∈ ℝ3;

u(0,𝒙) = '(𝒙), )tu(0, x) =  (𝒙) 𝒙 ∈ ℝ3.
(2.3.5)

(1) 证明：如下定义的 E(t)是守恒量。

E(t) ∶= ∫
ℝ3

1
2(|)tu|

2 + |∇u|2) + u6
6 d𝒙.

(2) 给定 t0 > 0和 𝒙0 ∈ ℝ3，定义顶点为 (t0,𝒙0)的“过往光锥”为

K(t0,𝒙0) ∶= {(t,𝒙) ∈ [0,∞) ×ℝ3 ∶ 0 ≤ t ≤ t0, |𝒙 − 𝒙0| ≤ t0 − t},

该光锥的 K(t0,𝒙0) 的弯曲边界为 Γ(t0,𝒙0) ∶= {(t,𝒙) ∈ [0,∞) × ℝ3 ∶ 0 ≤ t ≤ t0, |𝒙 − 𝒙0| =
t0 − t}.定义该光锥上的能量流为

e(t) ∶= ∫
B(𝒙0,t0−t)

1
2(|)tu|

2 + |∇u|2) + u6
6 d𝒙 0 ≤ t ≤ t0.

证明：
1
√
2
∫
Γ(𝒙0,t0)

1
2 |()tu)� − ∇u|2 + u6

6 dS = e(0) (2.3.6)

其中 � ∶= 𝒙−𝒙0
|𝒙−𝒙0|

.

(3) 用 (2)证明该半线性方程也有和定理2.3.3一样的结果。

(2)的提示：计算 e′(t)并与要证的恒等式左边进行比较，尤其是思考为什么会出现系数 1∕
√
2.

2.4 傅立叶变换求解热方程

根据能量守恒定律，物体内部热量的改变等于通过物体边界流入的热点加上物体内部热源所

生成热量的总和，如下图所示。
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今在物体 Ω内任取一小块区域 D,在时间段 [t1, t2]上对 D 使用能量守恒定律，得到

∫
D
c�(u(t2,𝒙) − u(t1,𝒙)) d𝒙 = −∫

t2

t1

∫
)D
𝐪 ⋅N dS dt + ∫

t2

t1

∫
D
�f0 d𝒙.

这里 u(t,𝒙) 是温度, � 是物体密度, c 是比热容, 𝐪 是热流密度, f0 是热源强度。根据傅立叶定律，
在一定条件下，热流向量与温度梯度成正比，即 𝐪 = −a∇u,其中导热系数 a > 0.
据微积分基本定理，我们得到对任意的时间区间 [t1, t2]和任意区域 D ⊂ Ω有

∫
t2

t1

∫
D
c�)tu d𝒙 = ∫

t2

t1

∫
)D
a )u
)N

dS dt + ∫
t2

t1

∫
D
�f0 d𝒙

=∫
t2

t1

∫
D
(∇ ⋅ (a∇u) + �f0) d𝒙.

因此必有被积函数相等，即 c�)tu−∇ ⋅ (a∇u) = �f0. 如果假设 c, �, a是常数，并且令 k = a∕c� >
0, f = f0∕c,就得到热方程 )tu − k∆u = f.

2.4.1 傅立叶变换法求解欧氏空间热方程

设 A ∈ ℝ是常数，考虑常微分方程 u′(t) +Au(t) = 0的解为 u(t) = e−Atu(0). 若考虑非齐次方
程 u′ + Au = f,则可以用常数变易法求解，即假设 u(t) = C(t)e−At 然后求解 C(t). 对这个预设的
表达式作直接计算可得 u′(t) = (C′(t) − AC(t))e−At,于是代入方程 u′ + Au = f 之后就得到

C′(t)e−At = f(t) ⇒ C(t) = C(0)∫
t

0
eA�f(�) d�,

而初值可以确定出 u(0) = C(0). 这样的话非齐次常微分方程 u′ + Au = f 的解就等于

u(t) = u(0)e−At + ∫
t

0
e−A(t−�)f(�) d�.

我们发现，如果能在某种意义上把 (−∆)这个常系数微分算子看作常数（至少是跟 t无关的），
那么热方程就和上面提到的常微分方程具有相同的形式。于是我们很自然就会问能否像下式一样

写出非齐次热方程 )tu − k∆u = f 的解

u(t,𝒙) = ekt∆u(0,𝒙) + ∫
t

0
ek(t−�)∆f(�) d�. (2.4.1)

至此问题就变成：我们在何种意义下能把 (−∆)这个常系数线性微分算子视作常数，使得齐次
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方程的解可以写成 u(t,𝒙) = ekt∆u(0,𝒙)的形式？事实上，这可以通过对方程作傅立叶变换来实现。
傅立叶变换也是当下研究偏微分方程最重要的工具之一。

今用傅立叶变换来求解如下方程

⎧

⎨
⎩

ut − k∆u = f(t,𝒙) t > 0,𝒙 ∈ ℝd,

u(0,𝒙) = '(𝒙) 𝒙 ∈ ℝd.
(2.4.2)

有关傅立叶变换的基本性质，请读者参考附录C.1查询。为了避免不必要的讨论，我们先假设初值
' ∈ 𝒮(ℝd)以及对任意 t > 0有 f(t, ⋅) ∈ 𝒮(ℝd). 现在对 𝒙变量作傅立叶变换，并记 u(t,𝒙)的傅立
叶变换为 û(t, 𝝃 ). 据命题C.1.3(1)得到关于 t 的常微分方程

ût + k|𝝃 |2û = f̂(t, 𝝃 ), û(0, 𝝃 ) = '̂(𝝃 ).

两边乘以 etk|𝝃 |2（积分因子法），左边变成 d

dt
(etk|𝝃 |2û)，这样就可算出方程的解为

û(t, 𝝃 ) = e−tk|𝝃 |2'̂(𝝃 ) + ∫
t

0
f̂(�, 𝝃 )e−(t−�)k|𝝃 |2 d�.

现在对上式作傅立叶逆变换，利用命题C.1.3(3), 即 (f̂ĝ)∨ = 1

(2�)
d
2
(f ∗ g), 可以求得 u 的表达

式

u(t,𝒙) = 1

(2�)
d
2

(
(e−tk|𝝃 |2)∨ ∗ '

)
(𝒙) + 1

(2�)
d
2

∫
t

0

(
f(�, ⋅) ∗ (e−(t−�)k|𝝃 |2)∨

)
(𝒙) d�.

注记 2.4.1. 由命题C.1.3 (1),我们得到 −̂∆u(𝝃 ) = |𝝃 |2û(𝝃 ),因此如果我们“定义”et∆u ∶= (e−t|𝝃 |2û(𝝃 ))∨

（至少对 Schwartz函数来说这样做是可行的），那么之前我们期待的表达式(2.4.1)就顺理成章地成
立了。算子族 {et∆}t≥0 被称作热半群，et∆u 被称作从 u(0,𝒙) 出发的热流。热流在几何分析中经常
出现。除此之外，热流也可以用于在流形上“定义傅立叶变换”（实际上是替代欧氏空间调和分析

中的 Littlewood-Paley理论），这在几何色散方程的研究中也会被用到。

现在我们需要计算 e−tk|�|2 和 e−(t−�)k|�|2 的傅立叶逆变换。这首先依赖于如下事实：高斯核（数
学期望为零的正态分布的概率密度函数）的傅立叶变换仍具有高斯核的形式。

引理 2.4.1. 令 Φ(𝒙) = e−
|𝒙|2

2 ,则有 Φ̂(𝝃 ) = Φ(𝝃 ).

证明. 首先我们考虑一维的情况，据 Φ̂的定义可得

Φ̂(�) = 1
√
2�

∫
ℝ
e−ix�e−

x2

2 dx = 1
√
2�

∫
ℝ

d
dx (

1
−i�

e−ix�) e−
x2

2 dx.
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分部积分一次，得到

Φ̂(�) = − 1
√
2�

∫
ℝ

1
i�
e−ix�(xe−

x2

2 ) dx = −1
�

1
√
2�

∫
ℝ
e−ix� (−ixΦ(x)) dx.

据命题C.1.3 (1)知，上式右边等于 −�−1 d

d�
Φ̂(�). 这样我们就得到一个可以求解 Φ̂的常微分方程

d
d�
Φ̂ + �Φ̂(�) = 0, Φ̂(0) = 1

√
2�

∫
ℝ
Φ(x) dx = 1,

它的解算出来是 Φ̂(�) = e−
�2

2 = Φ(�). 这里 Φ̂(0)值的计算留作习题（习题2.4.1）.

对一般维数 d > 1,我们利用 |𝒙|2 = x21 +⋯ + x2d 和一维的结果得到

Φ̂(𝝃 ) =
d∏

j=1

1
√
2�

∫
ℝ1

e−
x2j
2 e−ixj�j dxj =

d∏

j=1
e−

�2j
2 = Φ(𝝃 ).

现在我们有 e−tk|𝝃 |2 = e−
(
√
2kt|𝝃 |)2

2 = Φ̂(
√
2kt𝝃 ),再用命题C.1.3(2)中的伸缩性质 (令 � = 1∕

√
2kt)

就得到

(Φ̂(
√
2kt𝝃 ))∨ = 1

(
√
2kt)d

Φ (
𝒙

√
2kt

) =
1

(
√
2kt)d

e−
|𝒙|2

4kt .

把它代回 u 的表达式，就得到方程(2.4.2)在初值、源项均为 Schwartz 函数时解的如下表达式, 它
被称作泊松公式 (Poisson formula).

u(t, x) = 1

(4�kt)
d
2

∫
ℝd

e−
|𝒙−𝒚|2

4kt '(𝒚) d𝒚 + ∫
t

0

1

(4�k(t − �))
d
2

∫
ℝd

e−
|𝒙−𝒚|2

4k(t−�)f(�,𝒚) d𝒚 d�. (2.4.3)

我们称 K(t,𝒙) = 1

(4�kt)
d
2
e−

|𝒙|2

4kt 为 ℝd 中热方程的基本解，也被称作热核。至此，我们只对初

值和源项都是 Schwartz函数的情况求得了热方程解的表达式，但另一方面我们不难观察到表达式
(2.4.3)里面的积分收敛似乎并不需要 ', f(t, ⋅)的衰减性有 Schwartz函数那么强。事实上，如果 '
是有界连续函数，f ∈ C2

1(ℝ+ ×ℝd)具有紧支集 (后面严格验证方程的解需要该假设)，我们同样可
以验证表达式(2.4.3)给出了热方程初值问题(2.4.2)的有界解，但证明过程依赖热核的性质。
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2.4.2 热核与解的性质

本节将验证上一小节最后提到的事实：如果 ' 是有界连续函数，f ∈ C2
1(ℝ+ × ℝd) 具有紧支

集，那么(2.4.3)给出了热方程初值问题(2.4.2)的有界解。具体来说，我们可以将其拆解成两个问题
单独验证：f ≡ 0, ' ≠ 0和 f ≠ 0, ' ≡ 0.

首先我们介绍热核的若干基本性质

命题 2.4.2 (热核的性质). 令 K(t,𝒙) = 1

(4�kt)
d
2
e−

|𝒙|2

4kt 为热核，则有如下性质成立:

(1) K(t,𝒙) ∈ C∞(ℝ+ ×ℝd)且在 ℝ+ ×ℝd 上取值为正；

(2) 对任意 t > 0, 𝒙 ∈ ℝd，有 )tK − k∆𝒙K = 0;

(3) 对任意 t > 0，有 ∫ℝd K(t,𝒙) d𝒙 = 1.

(4) 对任意 � > 0,我们有 lim
t→0+

∫|𝒙|>� K(t,𝒙) d𝒙 = 0.

证明.（1）、（2）可以直接计算证得，此处不再赘述。（3）的证明则可以直接通过变量替换完成。
令 " =

√
2kt，则有 K(t,𝒙) = "−dΦ̃(𝒙∕"),其中 Φ̃(𝒙) = (

√
2�)−dΦ(𝒙). 这样我们作变量替换 𝒚 = "𝒙

∫
ℝd

K(t,𝒙) d𝒙 = 1
"d
∫
ℝd

Φ̃(𝒙" ) d𝒙
𝒚=𝒙∕", d𝒚="−d d𝒙
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ ∫

ℝd

Φ̃(𝒚) d𝒚 = 1.

（4）的证明也是类似的，我们知道 |𝒙| > � 等价于 |𝒚| > "−1� = �∕
√
2kt. 因此有

∫
|𝒙|>�

K(t,𝒙) d𝒙 = 1

(
√
2�)d

∫
|𝒚|> �

√
2kt

e−
|𝒚|2

2 d𝒚.

当 t → 0+ 有
�

√
2kt

→ ∞. 因为 Φ̃ ∈ L1(ℝd), 据 Lebesgue 积分的绝对连续性4，便知道（4）是成立
的。

现在可以证明如下结论：

定理 2.4.3. 设方程(2.4.2)的初值 ' ∈ C(ℝ) 是有界的，源项 f ≡ 0, 则由泊松公式(2.4.3)给出的表
达式是初值问题(2.4.2)的有界解。

证明. 据泊松公式有
u(t, x) = ∫

ℝd

K(t,𝒙 − 𝒚)'(𝒚) d𝒚.

对任意正数 �,上述等式右端的积分在区域 {t ≥ �} ×ℝd 上是一致收敛的，因此在此区域上可以直

4Lebesgue积分的绝对连续性是指：若 Φ̃ ∈ L1(ℝd),则对任意 " > 0,存在充分大的 R，使得 ∫|𝒚|>R |Φ̃(𝒚)| d𝒚 < ".
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接交换求导和积分号。命题2.4.2(2)表明 )tK − k∆K = 0,求导得对任意固定的 t > 0有

)tu − k∆u = ∫
ℝd

()tK − k∆K)(t,𝒙 − 𝒚)'(𝒚) d𝒚 = 0.

接下来证明：对任意给定的 𝒙0 ∈ ℝd 有 lim
𝒙→𝒙0

u(t,𝒙) = '(𝒙0). 关键步骤是用 ∫ℝd K(t,𝒙) d𝒙 = 1 将

'(𝒙0)写为

'(𝒙0) = ∫
ℝd

K(t,𝒙 − 𝒚)'(𝒙0) d𝒚.

因此对任意的 � > 0,成立

u(t,𝒙) − '(𝒙0) = ∫
ℝd

K(t,𝒙 − 𝒚)('(𝒚) − '(𝒙0)) d𝒚 = ∫
|𝒚−𝒙0|≤�

+∫
|𝒚−𝒙0|>�

.

对第二部分，我们利用 '的有界性（设 |'(𝒙)| ≤ M）和命题2.4.2 (4)，得到当 t → 0时

|||||||||
∫
|𝒚−𝒙0|>�

K(t,𝒙 − 𝒚)('(𝒚) − '(𝒙0)) d𝒚
|||||||||
≤ 2M

|||||||||
∫
|𝒚−𝒙0|>�

K(t,𝒙 − 𝒚) d𝒚
|||||||||
→ 0.

对第一部分，我们可以用 '的连续性。事实上，因为 {|𝒚−𝒙0| ≤ �}是紧集，所以 '(𝒚)在 {|𝒚−𝒙0| ≤ �}
上是一致连续的。因此，任给 " > 0,我们必能找到 � > 0使得只要 |𝒚−𝒙0| ≤ �就有 |'(𝒚)−'(𝒙0)| <
". 这样，第一部分的积分就有如下上界

|||||||||
∫
|𝒚−𝒙0|≤�

K(t,𝒙 − 𝒚)('(𝒚) − '(𝒙0)) d𝒚
|||||||||
≤ " ∫

ℝd

K(t,𝒙 − 𝒚) d𝒚 = ".

注记 2.4.2. 上面提到泊松公式只给出了(2.4.2)的有界解（可以证明这是唯一的有界解），而实际上
该方程还有无穷多个无解界。以 d = 1, ', f ≡ 0为例，如下定义的级数 v(t, x)也满足热方程

v(t, x) =
∑

n≥0

( d
dt
)
n

�(t) x
2n

(2n)!
(t ≠ 0), �(t) =

⎧

⎨
⎩

exp(−1∕t2) t ≠ 0

0 t = 0
.

利用热核的性质，我们还能证明方程的解是光滑函数，且具有无限传播速度。

推论 2.4.4 (光滑效应). 在定理2.4.3的假设下，由泊松公式给出的解 u(t,𝒙) ∈ C∞(ℝ+ ×ℝd).
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证明. 当 t > 0时，我们有

)�𝒙)ltu(t,𝒙) = ∫
ℝd

)�𝒙)ltK(t,𝒙 − 𝒚)'(𝒚) d𝒚.

事实上，因为对于任意正数 � ，上述等式右端的积分在区域 {t ⩾ �,𝒙 ∈ ℝd}上一致收玫，因此可
以在积分号下求导，由于 K(t,𝒙 − 𝒚)当 t > 0时无穷次可微，故 u(t,𝒙) ∈ C∞(ℝ+ ×ℝd)．

推论 2.4.5 (无限传播速度). 设方程(2.4.2)的源项 f ≡ 0，初值 '为 ℝ上的非负有界连续函数，且
存在 𝒙0 ∈ ℝd� > 0使得 '在球 B(𝒙0, �)内取值为正，则对任意 t > 0,𝒙 ∈ ℝd，由泊松公式给出的

解满足 u(t,𝒙) > 0.

证明. 只需注意到泊松公式中的基本解 K 是恒为正的函数。

注记 2.4.3. 考虑一个无穷长的杆子上的温度分布。上述推论表明，即使初值热量集中于杆子上的
一小块地方，但只要一开始演化，热量就会立即扩散到杆上任一点。这是热方程与波动方程的本

质区别之一。

2.4.3 热方程的其它性质：衰减速率、倒向唯一性

接下来我们假设 f ≡ 0并讨论热方程解在 t →∞时的衰减速率。

推论 2.4.6 (热方程的衰减速率). 设 u(t,𝒙)是由泊松公式(2.4.3)给出的方程(2.4.2)在 f = 0时的解。

1. 若 ' ∈ L1(ℝd),则有 |u(t,𝒙)| ≤ Ct−
d
2 ∫ℝd |'(𝒚)| d𝒚.

2. 若 '̂ ∈ L1(ℝd)且在 {|𝝃 | ≤ 1}中有 '̂(𝝃 ) = 0,则解满足 |u(t,𝒙)| ≤ Ce−kt.

证明. (1)可以直接由 u(t,𝒙) = (K(t, ⋅) ∗ ')(𝒙)得到

|u(t,𝒙)| ≤ 1

(4�kt)
d
2

∫
ℝd

e−
|𝒚−𝒙|2

4kt
⏟⏟⏟

≤1

|'(𝒚)| d𝒚 ≤ C
td∕2

∫
ℝd

|'(𝒚)| d𝒚

with C = 1∕(4�k)d∕2.
(2)的证明则是注意到 u(t, x) = (û(t, 𝝃 ))∨ = (e−tk|𝝃 |2'̂(𝝃 ))∨,于是有

|u(t,𝒙)| = 1

(
√
2�)d

||||||||
∫
ℝd

ei𝒙⋅𝝃e−tk|𝝃 |2'̂(𝝃 ) d𝝃
||||||||
≤ 1

(
√
2�)d

∫
ℝd

e−tk|𝝃 |2|'̂(𝝃 )| d𝝃 .

因为 '̂ ∈ L1(ℝd)且在 {|𝝃 | ≤ 1}里面有 '̂(𝝃 ) = 0,上述积分便有如下上界

|u(t,𝒙)| ≤ e−kt

(
√
2�)d

∫
|𝝃 |≥1

|'̂(𝝃 )| d𝝃 ≤ Ce−kt ∫
ℝd

|'̂(𝝃 )| d𝝃
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其中 C = (
√
2�)−d ∫ℝd |'̂(𝝃 )| d𝝃 .

注记 2.4.4. 上述结果表明热方程的衰减速率一般为 O(t−d∕2),比波动方程的 O(t−
d−1
2 )略快一些。而

当初值没有低频部分时（即 '̂ 的支集远离 𝝃 = 𝟎），我们可以证得解具有指数衰减，而这对于波
动方程是无法做到的。事实上，这是由于两个方程的衰减机制完全不同，热方程的机制是热量的

扩散，而波动方程对应波的色散。对热方程来说，上面提到的“避开低频部分”在边值问题也有

对应的例子，即考虑有界区域内带有零边值条件的热传导方程。我们可以利用分离变量法证得解

的 L2范数具有指数衰减，而可以用极大值原理和 (−∆)特征函数的性质来证得逐点的指数衰减性。
这将会在后面两章学到。

波方程和热方程的另一个区别则是：波方程可以按时间倒向演化回去，但是热方程不能。具

体来说，如果给定 T > 0时刻的解 u(T,𝒙),我们是否可以求解时间倒向 (time-backward)问题将初
值 u(0,𝒙)还原出来？这对热方程是不正确的，时间倒向热方程可以不满足解对初值的连续依赖性。
例如，考虑如下问题

ut − uxx = 0, (t, x) ∈ (0, T) × (0, �),

u(T, x) = '(x) ∀x ∈ [0, �], u(t, 0) = u(t, �) = 0 ∀t ∈ [0, T].

对 n ∈ ℕ∗, 我们取 'n(x) =
sinnx

n
, 可见 n → ∞ 时有 'n(x) → 0. 然而我们又可以解得 un(t, x) =

sinnx

n
en2(T−t),当 n → +∞时，我们有对任意的 t < T, un(t, x)→∞.

尽管热方程的时间倒向问题是不适定的，我们仍可以证明热方程本身具有倒向唯一性，即有

界区域内同一个热方程的两个解如果在 T 时刻完全相等，那么它们在 T 时刻之前也完全相等。

命题 2.4.7 (倒向唯一性). 设 Ω是 ℝd 中的有界区域，边界为 )Ω. 设 v, w ∈ C2(ΩT)（记号见附录
A）是如下方程的解

⎧

⎨
⎩

ut − ∆u = 0 in ΩT

u = g(t) on [0, T] × )Ω
(2.4.4)

若对任意 𝒙 ∈ Ω,有 v(T,𝒙) = w(T,𝒙),则在 ΩT 中恒有 v = w.

这个问题看似很像极大值原理的推论（在后续章节中会学到），但是由于我们不知道初始时刻

的信息，所以抛物边界 ΩT∖ΩT 上的信息并不完善。我们将使用能量法证明该结论。

证明. 令 e(t) = ∫Ω u(t,𝒙)
2 d𝒙. 我们现在只知道 e(T) = 0和 e′(t) < 0, 这显然不足以得到 e(t)在区

间 [0, T]内恒为零。现在我们进一步分析 e(t)的估计，直接计算可得

e′(t) = 2∫
Ω
uut d𝒙 = 2∫

Ω
u∆u d𝒙 = −2∫

Ω
|∇u|2 d𝒙.
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再求一次导数得到

e′′(t) = −4∫
Ω
∇u ⋅∇ut d𝒙 = 4∫

Ω
(∆u)(ut) d𝒙 = 4∫

Ω
(∆u)2 d𝒙.

由 Cauchy-Schwarz不等式，我们算得

(e′(t))2 ≤ e(t)e′′(t) ∀t ∈ [0, T].

现在用反证法证明 e(t) = 0.由 e(t)的连续性，如果我们假设存在 t1 < t2 ≤ T,使得在 [t1, t2) ⊂ [0, T]
中有 e(t) > 0,而当 t2 ≤ t ≤ T 时有 e(t) ≡ 0. 现在令 f(t) = ln e(t),从而有

f′′(t) =
e(t)e′′(t) − (e(t))2

e2(t)
≥ 0.

而有界闭区间上的凸函数不可能下降到 ln 0 = −∞, 出现矛盾。具体地，任取 s1, s2 ∈ [t1, t2] 以及
� ∈ [0, 1],我们可以证明

f(�s1 + (1 − �)s2) ≤ �f(s1) + (1 − �)f(s2)
f(t)=ln e(t)
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇒ e(�s1 + (1 − �)s2) ≤ e(s1)�e(s2)1−�.

今选取 s2 = t2,我们得到对任意 s1 ∈ [t1, t2)和 0 ≤ � ≤ 1,成立不等式 e(�s1 + (1 − �)t2) = 0,这表明
e(t) ≡ 0 in [t1, t2],矛盾。

习题 2.4

习题 2.4.1. 证明：∫∞0 e−x2 =
√
�

2
.

习题 2.4.2. 本题考虑半平面内的调和函数求解。

(1) 给定 y > 0,计算 Fy(�) = e−|�|y 关于频率变量 � ∈ ℝ的傅立叶逆变换。

(2) 计算如下边值问题有界解的显式表达式

⎧

⎨
⎩

uxx + uyy = 0 x ∈ ℝ, y > 0,

u(x, 0) = '(x) x ∈ ℝ,

其中 ' ∈ 𝒮(ℝ)是给定的。

(3) 证明：对任意 y > 0有 ∫ℝ |u(x, y)| dx ≤ ∫ℝ |'(x)| dx.
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习题 2.4.3 (Cole-Hopf变换). 设 a > 0, b ∈ ℝ是给定的常数，求解如下拟线性热方程。

⎧

⎨
⎩

)tu − a2∆u + b|∇u|2 = 0 t > 0, 𝒙 ∈ ℝd

u(0,𝒙) = '(𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd.

提示：考虑 v = e−
bu
a2 满足的方程。

习题 2.4.4. 求解如下粘性 Burgers方程

⎧

⎨
⎩

ut − a2uxx + uux = 0 t > 0, x ∈ ℝ

u(0, x) = '(x) t = 0, x ∈ ℝ.

这里 a ∈ ℝ是给定的常数。

提示：考虑 v(t, x) = ∫x−∞ u(t, y) dy 满足的方程。

习题 2.4.5. 计算如下问题有界解u(t, x) ∈ C2(ℝ+ ×ℝd)的显式表达式

⎧

⎨
⎩

)tu − ∆u −
U′′(u)
U′(u)

|∇u|2 = 0 t > 0, 𝒙 ∈ ℝd

u(0,𝒙) = '(𝒙) t = 0, 𝒙 ∈ ℝd,

其中 0 < ' ∈ C(ℝd)是有界连续函数，U ∶ ℝ→ ℝ是光滑函数且满足 U′ > 0.

提示：考虑 v(t,𝒙) = U(u(t,𝒙)).

习题 2.4.6. 求解线性薛定谔方程,其中 i =
√
−1, u ∶ ℝd → ℂ是复值未知函数, ' ∈ 𝒮(ℝd).

⎧

⎨
⎩

i)tu + ∆u = f(t,𝒙) t > 0,𝒙 ∈ ℝd;

u(0,𝒙) = '(𝒙) 𝒙 ∈ ℝd.
(2.4.5)

习题 2.4.7. 考虑热传导方程 )tu − ∆u = 0, t ∈ ℝ+,𝒙 ∈ ℝd.

(1) 证明：若 u(t,𝒙)是该方程的解，则对任意非零常数 � ∈ ℝ,函数 u(�2t, �𝒙)也是该方程的解。

(2) 求出全体形如 u(t,𝒙) = v(|𝒙|2∕t)的解。

(3) 选取 (2)中的一个解 K(t,𝒙),使得对任意 t > 0都有 ∫ℝd K(t,𝒙) d𝒙 = 1.

习题 2.4.8. 考虑齐次热传导方程的初值问题，即方程(2.4.2)在 f ≡ 0的情况，设初值 ' ∈ 𝒮(ℝd),
由泊松公式(2.4.3)给出的解为 u(t,𝒙).

(1) 证明：存在常数 C > 0,使得 |u(t,𝒙) − '(𝒙)| ≤ C
√
kt 对任意 t > 0,𝒙 ∈ ℝd 成立。
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(2) 证明：存在常数 C > 0,使得 sup
𝒙∈ℝd

|u(t,𝒙)| ≤ Ct−
d
4 ‖'‖L2(ℝd) 对任意 t > 0成立。

提示：(1)注意 ∫ℝd K(t,𝒚) d𝒚 = 1, 将 '(𝒙)写作 ∫ℝd K(t,𝒚)'(𝒙) d𝒚. (2)将 u 写成 (û)∨ 然后用
傅立叶逆变换的定义得到 |u(t,𝒙)| ≤ ∫ℝd |û(t, 𝝃 )| d𝝃 ,代入 û(t, 𝝃 )的表达式后用 Cauchy-Schwarz不
等式。

问题 2.4

问题 2.4.1. 计算如下问题有界解u(t, x) ∈ C2(ℝ+ ×ℝ)的显式表达式

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

ut − uxx = 0 t > 0, x > 0

u(0, x) = 0 t = 0, x > 0,

u(t, 0) = g(t) t > 0, x = 0

(2.4.6)

其中 g ∈ C1(ℝ)有界，且满足 g(0) = 0.

提示：令 v(t, x) = u(t, x) − g(t)并定义 v̄(t, x)为 v(t, x)在实轴上的奇延拓，然后用泊松公式
求解 v̄.

问题 2.4.2. 设 Ω ⊂ ℝd 是有界区域且边界光滑，u(t,𝒙) ∈ C2
1((0,∞) ×Ω) ∩C([0,∞) ×Ω)是如下方

程的解
⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

)tu − ∆u = 0 t > 0, 𝒙 ∈ Ω

u(0,𝒙) = u0(𝒙) 𝒙 ∈ Ω

u = 0 t ≥ 0, 𝒙 ∈ )Ω,

其中 u0 ∈ C2(Ω)给定。证明：存在常数 a > 0（仅和区域本身有关）使得

∫
Ω
(u(t,𝒙))2 d𝒙 ≤ e−at ∫

Ω
(u0(𝒙))2 d𝒙.

提示：对有界区域 Ω,若 f|)Ω = 0,则必存在常数 C > 0使得 ∫Ω f
2 d𝒙 ≤ C ∫Ω |∇f|

2 d𝒙. 思考如
何利用类似于“微积分基本定理”的想法去证明这个事实。

问题 2.4.3. 在 f ≠ 0的情况下证明(2.4.3)的结论（此时解未必关于 t 一致有界）。

提示：不妨设 ' = 0. 可计算得 )tu − ∆u = ∫t0 ∫ℝd K(�,𝒚)()t − ∆𝒙)f(t − �,𝒙 − 𝒚) d𝒚 d� +
∫ℝd K(t,𝒚)f(0,𝒙 − 𝒚) d𝒚. 然后将 ∫t0 拆成 ∫"0, ∫

t
"，对后者分部积分。

问题 2.4.4. 考虑多孔介质方程 )tu − ∆(u
) = 0 (t > 0), 𝒙 ∈ ℝd. 其中 u ≥ 0,常数 
 > 1. 考虑形如
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下式的解

u(t,𝒙) = 1
t� v (

𝒙
t�
) .

(1) 若 � + 1 = �
 + 2�,证明: �v + �𝒚 ⋅∇v = ∆(v
) = 0,其中 𝒚 = t−�𝒙.
(2) 在 (1)的条件下，若 � = d�,且 v 是径向函数，计算 u(t,𝒙)的表达式。

问题 2.4.5 (Laplace方法实例: Burgers方程的无粘极限). 设常数 " > 0,考虑粘性 Burgers方程

)tu" − ")2xu" + u")xu" = 0 in ℝ+ ×ℝd, u"(0, x) = '"(x) on {t = 0} ×ℝd. (2.4.7)

U 满足的方程可以用习题2.4.3的方法来求解，从而解得 u" 的表达式。

(1)* 设 k,𝓁 ∶ ℝ→ ℝ是连续函数，𝓁至多线性增长，k 至多二次增长，即存在 C > 0,使得

|x|→∞时, |k(x)| ≤ C|x|2, |𝓁(x)| ≤ C|x|.

并假设存在唯一的 y0 ∈ ℝ使得 k(y0) = lim
y∈ℝ

k(y). 证明:

𝓁(y0) = lim
"→0

∫ℝ 𝓁(y)e
−k(y)∕" dy

∫ℝ e−k(y)∕" dy
.

(2)* 用 (2)的方法计算无粘 Burgers方程（即(2.4.7)在 " = 0的情况）的解。

注记 2.4.5 (渐近分析中的 Laplace方法). 在数学物理问题中，我们会遇到形如 I(x) = ∫ba f(t)e
xℎ(t) dt

的实 Laplace积分，并考察其在 x →∞时的渐近行为。直观地看，若函数 ℎ(t)在 [a, b]上某内点
tc 处有最大值，当 x →∞时，指数函数 exℎ(t) 使被积函数在 tc 附近要比 [a, b]中其它地方要大得
多，所以 Laplace积分的主要贡献来自 tc 附近区域的积。当最大值在边界点 a 或 b 处时，也有相
同的情形，不过此时 a或 b不一定同时是极值点．上述思想可从下图中明显地看出，当然在实际
情形还要考虑 f(t)在 tc 附近性态的影响。

图 2.14: 被积函数的形态
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事实上我们有

引理. 若在区间 [a, b]中，ℎ′(t), ℎ′′(t)存在连续，ℎ′(t) ≠ 0, f′(t)存在连续，f(a) ⋅ f(b) ≠ 0则积分

I(x) = ∫
b

a
f(t)exℎ(t) dt = O (1xe

xmax(ℎ(a),ℎ(b)))

进一步我们可以证明该类积分的渐近展开

定理 (Laplace积分定理). 对于积分

I(x) = ∫
b

a
f(t)exℎ(t) dt x →∞,

在区间 [a, b]中，ℎ′(t), ℎ′′(t)存在连续，ℎ′(a) = 0, ℎ′′(a) < 0，即在 a点有最大值，ℎ′(t)在其余各
点不为零；f′(t)存在连续，f(a) ≠ 0，我们有渐近表示

I(x) ∼ f(a)exℎ(a)
√

−�
2xℎ′′(a)

.

该方法可以进一步推广到复积分的情况，即考虑 J(x) = ∫C f(z)e
xℎ(z) dz,其中 f, ℎ ∶ ℂ→ ℂ为

全纯函数, C 为特定的积分路径。研究其在 x →∞时的渐近形态的方法被称作最陡下降法（又称
“鞍点法”），其在精确计算各类重要特殊函数（例如 Γ函数、Airy函数等）的渐近行为时非常重
要，而这些特殊函数则在诸多物理现象的定量刻画中出现。Laplace积分定理、最陡下降法，以及
后面章节会出现的震荡积分的驻相法是几类常见的研究积分式渐近展开的方法，具有广泛应用。

2.5 波动方程的傅立叶方法

在用傅立叶变换法求解欧氏空间中的热方程时，我们实际上是将微分算子 (−∆)视作与事件无
关的常数从而得到解的傅立叶变换的表达式。那么类似方法是否可以推广到波动方程上呢？如果

能，那么用傅立叶变换求得的解是否与之前求得的基尔霍夫公式(2.2.10)和泊松公式(2.2.13)契合？
相较热方程而言，波方程需要在技术细节上作出更细致的处理。现在我们考虑如下初值问题

⎧

⎨
⎩

)2t u − c2∆u = 0 t > 0,𝒙 ∈ ℝd,

u(0,𝒙) = '(𝒙), )tu(0,𝒙) =  (𝒙) 𝒙 ∈ ℝd.
(2.5.1)

为了方便使用傅立叶变换，我们不妨假设 ',  ∈ 𝒮(ℝd).
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2.5.1 方程的求解

现在我们对波方程中的 𝒙变量作傅立叶变换，由于 −̂∆u(t, 𝝃 ) = |𝝃 |2û(t, 𝝃 ),我们就得到一个关
于 t 变量的二阶齐次线性常微分方程:

)2t û(t, 𝝃 ) + c2|𝝃 |2û(t, 𝝃 ) = 0, û(0, 𝝃 ) = '̂(𝝃 ), )tû(0, 𝝃 ) =  ̂(𝝃 ).

它对应的特征多项式为 �2 + c2|𝝃 |2 = 0,两根为 �± = ±ic|𝝃 |. 因此，把方程初值代入后可解得

û(t, 𝝃 ) = cos(ct|𝝃 |)'̂(𝝃 ) +
sin(ct|𝝃 |)
c|𝝃 |

 ̂(𝝃 ). (2.5.2)

接下来需要计算傅立叶逆变换，这一步在一般维数的情况下较为复杂，本讲义中我们只讨论

d = 3的情况。它最关键的一步是如下引理的结论

引理 2.5.1. 设 𝕊2 是 ℝ3 中的单位球面，则

1
4� ∫

𝕊2
e−i𝝃 ⋅𝒛 dS𝒛 =

sin |𝝃 |
|𝝃 |

.

如何理解这个引理？事实上它给出了单位球面上的曲面测度 (记作 d�𝕊2)的傅立叶变换5

d̂�𝕊2(𝝃 ) = (
√
2�)−3(4�)

sin |𝝃 |
|𝝃 |

.

现在我们先假设这个引理成立，并据此计算
sin(ct|𝝃 |)

c|𝝃 |
 ̂(𝝃 )的傅立叶逆变换。将 𝝃 换成 ct𝝃 ,我们得到

sin(ct|𝝃 |)
c|𝝃 |

 ̂(𝝃 ) =
sin(ct|𝝃 |)
ct|𝝃 |

(t ̂(𝝃 )) = (t ̂(𝝃 )) 14� ∫
𝕊2
e−i(ct𝝃 )⋅𝒛 dS𝒛 = (t ̂(𝝃 ))(

√
2�)3 d̂�𝕊2(ct𝝃 ).

接下来再用傅立叶变换的伸缩性质 (命题C.1.3(3))可得

d̂�𝕊2(ct𝝃 ) =
1

(ct)2
ˆd�)B((0),ct)(𝝃 ),

5严格来说，设 f ∈ L1(ℝd), �是 ℝd 上的测度,我们可以对测度 �定义傅立叶变换

�̂(𝝃 ) ∶= (
√
2�)−d ∫

ℝd
e−i𝒙⋅𝝃 d�(𝒙),

类似也可定义卷积 (f ∗ �)(𝒙) = ∫ℝd f(𝒙 − 𝒚) d�(𝒚).
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于是有
sin(ct|𝝃 |)
c|𝝃 |

 ̂(𝝃 ) = (
√
2�)3(t ̂(𝝃 )) 1

(ct)2
ˆd�)B((0),ct)(𝝃 ).

再由傅立叶变换的卷积性质 (命题C.1.3 (3)),我们得到

(
sin(ct|𝝃 |)
c|𝝃 |

 ̂(𝝃 ))
∨

(𝒙) = 1
4�(ct)2

(t ) ∗ ( d�)B(𝟎,ct))(𝒙)

= 1
4�(ct)2

∫
)B(𝟎,ct)

t (𝒙 − 𝒚) dS𝒚 =
1

4�(ct)2
∫
)B(𝒙,ct)

t (𝒚) dS𝒚

=⨏
)B(𝒙,ct)

t (𝒚) dS𝒚,

而这项恰好是基尔霍夫公式(2.2.10)中由  贡献的部分。

类似地，我们也可以计算 cos(ct|𝝃 |)'̂(𝝃 ) 的傅立叶逆变换。事实上，这只需注意到 cos(ct|𝝃 |)
恰好等于 )t(

sin(ct|𝝃 |)

c|𝝃 |
),从而立马得到基尔霍夫公式(2.2.10)中由 '贡献的部分

(
cos(ct|𝝃 |)'̂(𝝃 )

)∨
= )t (

sin(ct|𝝃 |)
c|𝝃 |

'̂(𝝃 ))
∨

= )t (⨏
)B(𝒙,ct)

t'(𝒚) dS𝒚) .

剩下要做的事情就是证明引理2.5.1了。如果我们直接计算曲面测度的傅立叶变换，那么 e−i𝝃 ⋅𝒛

这一项的处理会很麻烦，原因在于 𝝃 的每个分量都有可能非零。为了克服这个困难，我们可以将
向量 𝝃 旋转到 (0, 0, r), r = |𝝃 |, 这样就可以把问题归结为径向函数的傅立叶变换。而径向函数的
傅立叶变换仍然是径向函数（习题C.1.3）。结合这两件事，便可算出我们想要的结果。

引理2.5.1的证明. 设 𝒯是 ℝ3中的任何一个旋转变换（对应的矩阵），由于正交方阵必然是规范方

阵 (𝒯 = 𝒯∗),于是我们有

∫
𝕊2
e−i𝝃 ⋅𝒛 dS𝒛

𝒛′=𝒯−1𝒛
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ ∫

𝕊2
e−i𝝃 ⋅(𝒯𝒛′) dS𝒛′

𝒯=𝒯∗

⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ ∫
𝕊2
e−i(𝒯𝝃 )⋅𝒛′ dS𝒛′ ,

这说明我们可以把向量 𝝃 旋转到与 z3轴平行的向量 (0, 0, r), r = |𝝃 |.现在就只需证明 1

4�
∫𝕊2 e

−i(0,0,r)⋅𝒛 dS𝒛.
为此，我们在单位球面 𝕊2上引进球坐标 z1 = sin � cos�, z2 = sin � sin�, z3 = cos �,其中 0 ≤ � ≤ �,
0 ≤ � ≤ 2�. 数学分析教材中已经算过 Jacobian为 dS𝒛 = sin � d� d�. 于是要算的积分就变成

1
4� ∫

𝕊2
e−i(0,0,r)⋅𝒛 dS𝒛 =

1
4� ∫

2�

0
∫
�

0
e−ir cos � sin � d� d�

s=cos �
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ 12 ∫

1

−1
e−irs ds = eir − e−ir

2ir = sin r
r .



80 第二章 全空间中的波动方程和热方程

2.5.2 能量均分原理

利用傅立叶变换方法，我们同样可以证明能量 E(t) ∶= K(t) + P(t)是守恒量，其中

K(t) ∶= 1
2 ∫ℝd

()tu(t,𝒙))2 d𝒙, P(t) = c2
2 ∫

ℝd

|∇u(t,𝒙)|2 d𝒙.

进一步地，我们可以证明当时间 t → +∞时，动能 K(t)和势能 P(t)是渐近均分的，即 lim
t→∞

K(t) =

lim
t→∞

P(t) = E(0)∕2. 回忆我们在习题2.1.4中，对初值具有紧支集的一维波方程也证明了类似的结

论，当时用的方法是结合达朗贝尔公式这个解的显式表达式作直接计算。但现在我们考虑的初值

是 Schwartz函数，其未必具有紧支集，而且维数变高之后解的表达式也更加复杂，采取和一维情
况相同的方法大概率是不可取的。因此，我们希望找到一个不依赖于波方程解的显式表达式的方

法，对高维波动方程证明“能量渐近均分原理”。

现在我们结合 û(t, 𝝃 ) 的表达式以及傅立叶变换的性质 (命题C.1.3(1) 和定理C.1.8(Plancherel
恒等式))可以算得

K(t) =12 ∫ℝd

|)tû(t, 𝝃 )|2 d𝝃 =
1
2 ∫ℝd

(
− c|𝝃 | sin(ct|𝝃 |)'̂(𝝃 ) + cos(ct|𝝃 |) ̂(𝝃 )

)2
d𝝃

以及

P(t) =c
2

2 ∫
ℝd

|𝝃 |2|û(t, 𝝃 )|2 d𝝃 = c2
2 ∫

ℝd

|𝝃 |2 (cos(ct|𝝃 |)'̂(𝝃 ) +
sin(ct|𝝃 |)
c|𝝃 |

 ̂(𝝃 ))
2

d𝝃 .

现在我们任取 K(t)和 P(t)中的一项计算即可。例如动能 K(t)可以写成

K(t) =12 ∫ℝd

c2|𝝃 |2|'̂(𝝃 )|2
1 − cos(2ct|𝝃 |)

2 + | ̂(𝝃 )|2
1 + cos(2ct|𝝃 |)

2 d𝝃

− 1
4 ∫ℝd

c|𝝃 |('̂(𝝃 ) ̂(𝝃 ) +  ̂(𝝃 )'̂(𝝃 )) sin(2ct|𝝃 |) d𝝃

=14 ∫ℝd

c2|𝝃 |2|'̂(𝝃 )|2 + | ̂(𝝃 )|2 d𝝃

− 1
4 ∫ℝd

(
c2|𝝃 '̂(𝝃 )|2 − | ̂(𝝃 )|2

)
cos(2ct|𝝃 |) d𝝃 − c

4 ∫ℝd

|𝝃 |('̂(𝝃 ) ̂(𝝃 ) +  ̂(𝝃 )'̂(𝝃 )) sin(2ct|𝝃 |) d𝝃 .

至此，我们结合命题C.1.3(1)和定理C.1.8就发现最后一个等号右边的第一行恰好等于 E(0)∕2. 而
上式的第二行会在 t →∞时收敛到零，这可以由 Riemann-Lebesgue引理证得。事实上，我们发现
最后一行里面的项都具有 ∫ℝd f(𝝃 ) cos(2ct|𝝃 |) d𝝃 或 ∫ℝd f(𝝃 ) sin(2ct|𝝃 |) d𝝃 的形式，其中 f ∈ 𝒮(ℝd).
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我们可以用极坐标对其化简，即令 𝝃 = r𝒛,其中 r = |𝝃 |, 𝒛 ∈ 𝕊d−1,则

∫
ℝd

f(𝝃 ) cos(2ct|𝝃 |) d𝝃 = ∫
∞

0
rd−1 (∫

𝕊d−1
f(r𝒛) dS𝒛) cos(2ctr) dr.

因为 rd−1 ∫𝕊d−1 f(r𝒛) dS𝒛 和 cos(2ctr) 都是径向函数，所以我们结合一维情况的 Riemann-Lebesgue
引理 (命题C.1.3(4)),即

lim
|t|→∞

∫
ℝ
f(x) cos(xt) dx = lim

|t|→∞
∫
ℝ
f(x) sin(xt) dx = 0.

这就证明了 lim
t→∞

K(t) = E(0)∕2. 而 K(t) + P(t) ≡ E(0)是守恒量，所以 lim
t→∞

P(t)存在且等于 E(0)∕2.

注记 2.5.1. 能量 E(t)是波动方程最简单的一个守恒量。事实上，我们利用诺特定理等变分法中的
工具，可以得到更加复杂的守恒量或恒等式（往往是通过寻找一个特殊的乘子求得），而它们的来

源则是考虑方程在不同变换下的不变性（例如伸缩变换、Kelvin变换等等）。这些结论在研究非线
性波动方程的长时间行为时起到了关键作用。具体可以参见 Evans [3]第 8、12章相关章节。

习题 2.5

习题 2.5.1. 考虑 ℝd 中的 Klein-Gordon方程的初值问题

⎧

⎨
⎩

utt − ∆u +m2u = 0 t > 0, 𝒙 ∈ ℝd

u(0,𝒙) = '(𝒙), ut(0,𝒙) =  (𝒙) 𝒙 ∈ ℝd,

其中 ',  ∈ 𝒮(ℝd).

(1) 定义能量 E(t) = 1

2
∫ℝd(ut)2 + |∇u|2 +m2u2 d𝒙.证明：E(t)是守恒量。

(2) 用 '̂和  ̂ 写出解的傅立叶变换 û(𝝃 )的表达式。

(3) 证明： lim
t→+∞

∫ℝd |∇u|2 +m2u2 d𝒙 = E(0)，进而该方程也有能量渐近均分原理

lim
t→+∞

1
2 ∫ℝd

|∇u|2 +m2u2 d𝒙 = lim
t→+∞

1
2 ∫ℝd

(ut)2 d𝒙.

提示：思考如何正确地使用 Riemann-Lebesgue引理。
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习题 2.5.2. 考虑 ℝd 中的波动方程

⎧

⎨
⎩

)2t u − ∆u = 0 t > 0, 𝒙 ∈ ℝd;

u(0,𝒙) = '(𝒙), )tu(0,𝒙) =  (𝒙) 𝒙 ∈ ℝd,
(2.5.3)

其中初值  , ' 是紧支光滑函数，其支集落在球 B(𝟎, R) 内。记能量 E(t) ≡ E, 其中 E > 0 是常数，
并定义位力 (Virial potential)

V(t) = 1
2 ∫ℝd

|𝒙|2
(
|)tu(t,𝒙)|2 + |∇u(t,𝒙)|2

)
d𝒙.

(1) 证明：对任意 t > 0有 |V′(t)| ≤ 2E(R + t).
(2) 用 E 表示 lim

t→+∞
V′′(t)的取值。

提示：(1)利用有限传播速度，(2)计算 V′′(t)的表达式。

问题 2.5

问题 2.5.1. 考虑描述深水区域中一维内波的 Benjamin-Ono方程

)tu +ℋ()2xu) = u)xu, t, x ∈ ℝ.

其中未知函数 u = u(t, x) ∶ ℝ × ℝ → ℝ是实值的,且对任意 t > 0有 u(t, ⋅) ∈ 𝒮(ℝ)，ℋ 是 Hilbert
变换，其定义为：对 f ∈ 𝒮(ℝ),有 ℋ̂(f)(�) = −isgn (�)f̂(�).

今假设已知实值函数的 Hilbert变换仍然是实值函数。定义 E(t) = ∫ℝ(u(t, x))
2 dx,证明：E(t)

是守恒量。

2.6 *震荡积分简介

薛定谔方程和热方程衰减速率的不同主要是因为色散和扩散的机制不同。但是，薛定谔方程

和波动方程都属于色散方程，从它们解的表达式可以看出，二者解的衰减速率分别为 O(t−
d
2 ) 和

O(t−
(d−1)
2 ). 那么如何进一步解释二者衰减速率的不同呢？本节我们将介绍震荡积分 (oscillatory in-

tegral)这个在调和分析和渐近分析中都非常重要的概念来给出上述问题的解释。事实上，全空间
中的齐次线性波动方程和薛定谔方程的解都可以写作震荡积分的形式，其相函数均具有非退化的

一阶临界点，进而可以计算其衰减速率。进一步地，二者的解都可以视作曲面测度的傅立叶变换：

波动方程对应锥面，薛定谔方程对应抛物面，而曲面测度的傅立叶变换的衰减速率恰好取决于该
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曲面有多少个方向的主曲率非零，每多一个主曲率非零的方向，该类震荡积分的衰减速率就增加

O(t−
1
2 ). 而锥面沿着直母线方向是平坦的，因此相比抛物面来说，恰好少了一个主曲率非零的方向，

因此波动方程解的衰减速率比薛定谔方程要慢 O(t−
1
2 ). 本节我们将证明这一事实。

我们记 u, v波方程和薛定谔方程的解，其中薛定谔方程的初值为 ',波方程中我们假设  = 0,
c = 1. 则我们可以直接算出方程解的傅立叶变换

û(t, 𝝃 ) = '̂(𝝃 ) cos(t|𝝃 |), v̂(t, 𝝃 ) = e−it|𝝃 |2'̂(𝝃 ),

作傅立叶逆变换（我们忽略那些带有 2�的系数）

u(t,𝒙) =
∑

±

1
2 ∫ℝd

ei(𝒙⋅𝝃±t|𝝃 |)'̂(𝝃 ) d𝝃 ,

v(t,𝒙) = ∫
ℝd

ei(𝒙⋅𝝃−t|𝝃 |2)'̂(𝝃 ) d𝝃 .

可见，二者都可以写成如下含参震荡积分的形式

I(�; t,𝒙) ∶= ∫
ℝd

ei�Φ(𝝃 ;t,𝒙) (𝝃 ) d𝝃 ,

这里我们称 Φ为相函数 (phase function),称  为振幅 (amplitude). 一般来说我们假设  是具有紧
支集且充分光滑的函数。人们关注的问题是如何刻画该类型震荡积分在 � →∞时的渐近行为。

2.6.1 震荡积分的衰减估计、固相法

本节我们考虑最简单的一类震荡积分

I(�) = ∫
ℝd

ei�Φ(𝒙) (𝒙) d𝒙, (2.6.1)

其中 Φ ∈ C∞(ℝd),  ∈ C∞
c (ℝd)是给定的函数，并不妨假设 𝟎 ∈ Spt .

非驻相法 (non-stationary phase)：衰减速率快于任何多项式衰减

当相函数 Φ没有临界点时，即存在常数 c > 0,使得对任意 𝒙 ∈ Spt 都成立 |∇Φ(𝒙)| ≥ c > 0.
此时我们证明如下结论

命题 2.6.1 (非驻相法). 设 Φ ∈ C∞(ℝd),  ∈ C∞
c (ℝd)是给定的函数，且存在常数 c > 0,使得对任
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意 𝒙 ∈ Spt 都成立 |∇Φ(𝒙)| ≥ c > 0. 则对任意 N ∈ ℕ∗,都存在常数 cN > 0,使得

∀� > 0, |I(�)| ≤ cN�−N.

证明. 从结论往回看，不难认为最关键的步骤就是：如何“无限次地”构造出衰减因子 �−1. 而这
则基于一个非常简单的观察，首先以维数 d = 1的情况为例，我们知道

d
dx

(ei�Φ(x)) = i�Φ′(x)ei�Φ(x).

所以如果令算子 L = 1

i�Φ′
d

dx
,则容易得到 L(ei�Φ) = ei�Φ. 分部积分可得

∫
ℝ
ei�Φ dx = ∫

ℝ

1
i�Φ′ (e

i�Φ)′ (x) dx = −∫
ℝ

1
i�
ei�Φ d

dx
( 1
Φ′(x)

 (x)) dx.

而由于 |Φ′(x)| ≥ c,所以我们可以将 1

Φ′(x)
 (x)看成新的振幅函数，再重复如上过程，得到 O(�−N)

的衰减速率。

高维的情况也是类似的，我们只需要将算子 L改写为 L ∶= 1

i�
(𝐚 ⋅∇),其中 𝐚 = ∇Φ

|∇Φ|2
. 则我们依

旧有 L(ei�Φ) = ei�Φ. 于是分部积分可得

∫
ℝd

ei�Φ d𝒙 = ∫
ℝd

L(ei�Φ) d𝒙 = ∫
ℝd

ei�ΦL∗( ) d𝒙,

其中 L∗( ) = − 1

i�
∇ ⋅ (𝐚 ) 是算子 L 在 L2(ℝd) 上的伴随算子，该具体形式同样是通过分部积分算

出。同样地，由于 |∇Φ(𝒙)| ≥ c > 0,我们可以重复如上过程，得到 O(�−N)的衰减速率。

注记 2.6.1. 进一步地，我们可以考虑震荡积分作为算子作用在函数上，即形如

I(𝝃 ) ∶= ∫
ℝd

e−iΦ(𝒙,𝝃 )a(𝒙, 𝝃 )u(𝒙) d𝒙.

当 u是光滑函数时，我们可以类似证得 |I(𝝃 )|有任意 O(�−N)的衰减速率。但实际上在 u不光滑时，
我们仍然可以证得，只要当 𝝃 在某点 𝝃 0附近时 Φ的导数不落在 u的“波前集 (wave front set)”（可
理解为“奇异”的部分)，那么沿着 𝝃 0 附近的方向仍然有任意 O(�−N)的衰减速率。具体可以参考
于品教授的数学分析讲义 [19,第 83节,引理 550]. 这里建议读者在阅读 [19]的对应章节时思考和
体会：函数的“光滑性”和“不光滑性”是如何利用傅立叶变换这一工具来刻画的，这是微局部

分析最基本的思想之一。
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驻相法 (stationary phase)：相函数临界点附近只有 O(�−
d
2 )的衰减速率

若将波动方程和薛定谔方程解写成震荡积分的形式，则相函数都具有临界点，并不满足 |∇Φ(𝒙)| ≥
c > 0 这么强的条件。若该临界点是非退化的，则震荡积分的主要贡献部分出现中该临界点附近，
远离临界点的地方仍然和非驻相法一样有很快的衰减。

命题 2.6.2 (驻相法, Van der Corupt引理). 假设相函数满足 ∇Φ(𝟎) = 𝟎,且 ∇Φ在 Spt 上的其它
地方都非零，并假设 Φ在 𝟎处的 Hessian矩阵非退化,即 det∇2Φ(𝟎) ≠ 0. 则对任意 � ≥ 1,成立如
下估计 ||||||||

∫
ℝd

ei�Φ(𝒙) (𝒙) d𝒙
||||||||
≤ C�−

d
2 .

有一点不严格的证明. 据条件知，如果我们对 Φ 在原点附近作 Taylor 展开，则可以得到 Φ(𝒙) =
𝒙2�(𝒙),其中 � ∈ C∞, 𝒙2代表由形如 xjxk的项构成的多项式。我们知道，关于变量 𝒙 = (x1,⋯ , xd)
的任一二次型都可以通过线性变换化简为形如 Q(𝒙) = x21 +⋯+ x2m − x2m+1 −⋯− x2d 的标准型,而
ei�Q(𝒙)�(𝒙) 是变量分离的形式，即可以写成 d 个 e±i�x

2
j�(𝒙) 的乘积，所以我们只需要对 d = 1的情况

证明即可。

我们在上面提到的“将二次型化为标准型”这件事情是可以做到的，其结论为如下的 Morse
引理，证明略去。

引理 2.6.3 (Morse引理). 设相函数 Φ(𝒚)满足 Φ(𝟎) = 0,且原点是它的非退化临界点。则在 𝒚 = 𝟎
附近存在一个光滑的变量替换 𝒚→ 𝒚̃,使得在新坐标下成立

Φ(𝒚̃) = 1
2(ỹ

2
1 +⋯ + ỹ2m − ỹ2m+1 −⋯ − ỹ2d)

接下来我们考虑 d = 1的情况，即震荡积分 ∫ℝ e
i�Φ (x) dx的衰减估计。由于 Φ有非退化临界

点 x = 0,所以我们希望把临界点“隔离出来”，在远离临界点的地方继续使用非驻相估计。为此，
我们引进光滑的截断函数 � ∈ C∞

c (ℝ),它在 {|x| < 1}里面取值恒为 1,在 {|x| > 2}取值恒为零，这
样的话，震荡积分就可以拆分成如下两部分

I(�) = ∫
ℝ
ei�Φ (x)�(x∕�) dx + ∫

ℝ
ei�Φ (x)(1 − �(x∕�)) dx =∶ A + B

其中 � > 0是一个待定的常数。对A部分，我们并没有太多技巧可以用,由于 �(x∕�)支于 (−2�, 2�),
所以有

|A| ≤ max | |∫
2�

−2�
dy ≤ C′�.



86 第二章 全空间中的波动方程和热方程

B部分则是远离临界点的震荡积分，据命题2.6.1,我们得到

|B| =
||||||||
∫
ℝ
ei�Φ(L∗)N ( (x)(1 − �(x∕�))) dx

||||||||
≤ ∫

|x|>�

||||(L
∗)N ( (x)(1 − �(x∕�)))|||| dx,

其中 L∗(f) ∶= − 1

i�

d

dx
( 1
Φ′
f).

今假设 Spt ⊂ [−M,M]. 又由 Taylor 展开和 Hessian 方阵的非退化性 (此处指 Φ′′(x) 的取
值非零) 知, 存在 C′′ > 0, 使得 |Φ′(x)| ≥ C′′|x| 在 � < |x| < M 中恒成立. 现在考察被积函数
(L∗)N ( (x)(1 − �(x∕�))). 先看 N = 1的情况,我们直接计算可得

L∗ ( (x)(1 − �(x∕�))) = − 1
i�

d
dx (

 (x)(1 − �(x∕�))
Φ′(x)

)

= i
�
[
− ′(x)�(x∕�)

Φ′(x)
+ �−1

 (x)�′(x∕�)
Φ′(x)

−
 (x)(1 − �(x∕�))

(Φ′(x))2
]

⇒ |L∗ ( (x)(1 − �(x∕�))) | ≤ C�−1
[
(1 + �−1)|x|−1 + |x|−2

]
.

重复 N 次，可以类似证得

|(L∗)N ( (x)(1 − �(x∕�))) | ≤ C�−N
[
(1 + �−1)N|x|−N + |x|−2N

]
.

所以,当 0 < � ≪ 1时，便有

|B| ≤ C�−N ∫
M

�
|x|−N�−N + |x|−2N dx ≲ �−N�1−2N.

将 A, B 相加，我们得到 |I(�)| ≲ � + �−N�1−2N. 因此，选取 � = 1∕
√
�, 我们就得到最优的衰减速

率。

2.6.2 曲面测度的傅立叶变换

本节我们可以从几何的角度，回答为什么波动方程和薛定谔方程解的衰减速率不同。由傅立

叶变换，我们解得

u(t,𝒙) =
∑

±

1
2 ∫ℝd

ei(𝒙⋅𝝃±t|𝝃 |)'̂(𝝃 ) d𝝃 =
∑

±

1
2 ∫ℝd+1

ei(𝒙⋅𝝃±t�)'̂(𝝃 ) d�Γ,

v(t,𝒙) = ∫
ℝd

ei(𝒙⋅𝝃−t|𝝃 |2)'̂(𝝃 ) d𝝃 = ∫
ℝd+1

ei(𝒙⋅𝝃+t�)'̂(𝝃 ) d�𝒫.
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这里 Γ ∶= {(𝝃 , �) ∶ |𝝃 | = |�|, 𝝃 ∈ ℝd} ⊂ ℝd+1 (锥面), 𝒫 ∶= {(𝝃 , �) ∶ � = −|𝝃 |2, 𝝃 ∈ ℝd} ⊂ ℝd+1 (抛
物面) 是频率空间 ℝd+1 中的两个超曲面. d�Γ 和 d�𝒫 分别是 Γ 和 𝒫 上定义的曲面测度. 换言之，
齐次线性波动方程和薛定谔方程的解可以视作支撑曲面上测度的傅立叶 (逆)变换

u(t,𝒙) = (' ∗ ¢d�Γ)(𝒙), v(t,𝒙) = (' ∗ ¢d�𝒫)(𝒙), (t,𝒙) ∈ ℝ1+d.

本节我们考虑一般的参数曲面

M ∶= {(𝒙′, xd+1) ∈ B̄ ∶ xd+1 = ℎ(𝒙′)},

其中 B̄ 是以原点为球心的一个闭球, ℎ是光滑函数，满足 ℎ(𝟎) = 0和 ∇𝒙′ℎ(𝒙′)|𝒙′=𝟎 = 𝟎. 据 Taylor
展开，我们有

ℎ(𝒙′) = 1
2

∑

1≤k,j≤d
akjxkxj + O(|𝒙′|3).

现在我们旋转坐标轴（类似于Morse引理），可将 ℎ写成

ℎ(𝒙′) = 1
2

d∑

j=1
�jx2j + O(|𝒙′|3)

的形式，其中 �j 被称作M(在原点处)的主曲率 (principal curvature),乘积 �1⋯ �d 称作M的高斯
曲率 (Gauss curvature).

现在我们考虑 M 上诱导出的 Lebesgue测度 d�,其满足: 对任意 M 上具有紧支集的连续函数
f,成立 ∫M f d� = lim

"→0

1

2"
∫dist (𝒙,M)<" F d𝒙,这里 F 是 f 在 M 的一个邻域中的连续延拓。那么根据参

数曲面积分的计算公式，我们知道

∫
M
f d� = ∫

ℝd

f(𝒙′, ℎ(𝒙′))
√
1 + |∇𝒙′ℎ|2 d𝒙′. (2.6.2)

定义 2.6.1. 设  ∈ C∞
c (M), 我们称形如 d� ∶=  d� ( ∈ C∞

c (M))的测度 d� 是支撑曲面 M 上的
一个曲面测度 (surface-carried measure)6.

本节主要结论如下

命题 2.6.4. 设 d�是M ⊂ ℝd+1上的一个支撑曲面测度,且M的 Gauss曲率在 d�的支集内处处非
零。则

|d̂�(𝝃 )| = O(|𝝃 |−d∕2), as |𝝃 |→∞.

6这个词似乎没有标准的中文翻译，此处采用的是苗长兴教授所著《调和分析及其在偏微分方程中的应用》一书中
的翻译。
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证明. 若令 Ψ(𝒙′) =  (𝒙′, ℎ(𝒙′))
√
1 + |∇𝒙′ℎ|2 ∈ C∞

c ,则我们可以将 d̂�写作

d̂�(𝝃 ) = ∫
ℝd

e−i(𝒙′⋅𝝃
′+ℎ(𝒙′)�d+1)Ψ(𝒙′) d𝒙′. (2.6.3)

现在我们把 𝝃 变量所处的空间分成两部分:主要部分为 {|�d+1| ≥ c|𝝃 ′|},次要部分为 {|�d+1| < c|𝝃 ′|},
其中后者我们需要假设 c充分小。

在主要部分 {|�d+1| ≥ c|𝝃 ′|}中，我们不妨假设 �d+1 恒为正数，这样的话傅立叶变换中的相位
函数就可以写作

−i(𝒙′ ⋅ 𝝃 ′ + ℎ(𝒙′)�d+1) = i�Φ(𝒙′), � = �d+1, Φ(𝒙′) = −ℎ(𝒙′) −
𝒙′ ⋅ 𝝃 ′

�d+1
.

而 Φ的 Hessian非退化 (这是 Gauss曲率非零和 ∇2
𝒙′Φ = −∇2

𝒙′ℎ共同保证的),据 Van der Corupt引
理 (命题2.6.2)可得

当|�d+1| ≥ c|𝝃 ′|时, |d̂�(𝝃 )| = O(�−d∕2) = O(�−d∕2d+1 ) = O(|𝝃 |−d∕2).

而对次要部分 {|�d+1| < c|𝝃 ′|},我们记 � = |𝝃 ′|, Φ(𝒙′) = −ℎ(𝒙′) �d+1
|𝝃 ′|

− 𝒙′⋅𝝃 ′

|𝝃 ′|
. 由于

||||||
∇𝒙′(

𝒙′⋅𝝃 ′

|𝝃 ′|
)
||||||
= 1,而当

c充分小时有 |∇𝒙′ℎ|
|�d+1|

|𝝃 ′|
≤ 1∕2,所以我们得到 |∇𝒙′Φ| ≥ 1∕2.据命题2.6.1知,

当|�d+1| < c|𝝃 ′|时, |d̂�(𝝃 )| = O(|𝝃 |−N), ∀N ∈ ℕ∗.

取 N > d∕2即证毕。

利用Morse引理并模仿上述证明，我们可以得到如下推论。

推论 2.6.5. 设M 是 ℝd+1 中的超曲面，且在支撑曲面测度 d�M 的支集内的每一点处都有 m个非
零的主曲率，则有

| ̂ d�M(𝝃 )| ≤ C|𝝃 |−m∕2 as |𝝃 |→∞.

现在回忆：薛定谔方程对应的超曲面M为ℝd+1中的抛物面，而波动方程对应的超曲面为ℝd+1

中的锥面。锥面沿着直母线方向是平坦的，所以它只有 (d−1)个非零的主曲率，而抛物面则有 m
个非零的主曲率。而上述推论表明每有一个非零主曲率，支撑曲面测度的傅立叶变换的衰减速率

就增加 1∕2阶，这正好解释了波动方程和薛定谔方程解的衰减速率不同这一现象。

注记 2.6.2. 其实上面这段话并不是特别严谨，因为我们在证明支撑曲面测度傅立叶变换的衰减性
时是假设了图像函数 ℎ具有紧支集的，但是在实际处理色散方程的解时，̂'未必具有紧支集（因为一
个非零的 Lebesgue可积函数和它的傅立叶变换不可能同时具有紧支集）。为此，我们还需要在频率
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空间作类似于 Littlewood-Paley分解的单位分解来证明最终的结论。具体的细节可以参见 Sung-Jin
Oh在 2018年左右写的一个 Notes https://math.berkeley.edu/~sjoh/pdfs/dispersion.pdf.

习题 2.6

习题 2.6.1. 设 Φ ∈ C2([a, b]). 定义 I1(�) = ∫ba e
i�Φ(x) dx.

(1) 若 |Φ′(x)| ≥ 1对任意 x ∈ [a, b]都成立，证明: 对任意 � > 0,成立不等式 |I1(�)| ≤ 3∕�.

(2) 若 |Φ′′(x)| ≥ 1对任意 x ∈ [a, b]都成立，证明: 对任意 � > 0,成立不等式 |I1(�)| ≤ 8�−1∕2.

(3) 在 (2)的假设下，证明：

|||||||||
∫
b

a
ei�Φ(𝒙) (x) dx

|||||||||
≤ 8�−1∕2 (∫

b

a
| ′(x)| dx + | (b)|) .

习题 2.6.2. Airy函数的定义为

Ai(x) = 1
2� ∫

ℝ
ei(

y3

3
+xy) dy.

证明如下结论。

(1) 如上广义积分是收敛的，即对任意 x ∈ ℝ,极限 lim
N→∞

1

2�
∫N−N e

i( y
3

3
+xy) dy 存在。

(2) 存在常数 C > 0使得 |Ai(x)| ≤ C, |Ai(x)| ≤ C(1 + |x|)−1∕4 对任意 x ∈ ℝ成立。

(3) 当 x → +∞时，对任意正整数 k 都有 |x|k|Ai(x)|→ 0.

(4) 用 Airy函数表示 Airy方程的解

)tu = )3xu in ℝ+ ×ℝ, u(0, x) = f(x) ∈ 𝒮(ℝ).

则该解满足 supx |u(t, x)| ≤ C|t|−1∕3‖f‖L1(ℝd).

(5) 设  ∈ C∞
c (ℝ),证明:

||||||||
∫
ℝ
ei(�1t+�2t3) (t) dt

||||||||
= O(|𝝃 |−1∕3), as |𝝃 |→∞.

问题 2.6

问题 2.6.1. 证明：单位球面 𝕊d−1 上的曲面测度满足

�̂𝕊d−1(𝝃 ) = ei|𝝃 |!+(|𝝃 |) + e−i|𝝃 |!−(|𝝃 |) ∀|𝝃 | ≥ 1,

https://math.berkeley.edu/~sjoh/pdfs/dispersion.pdf
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其中 !± 是满足如下条件的光滑函数

|)kr!±(r)| ≤ Ckr
− d−1

2
−k, ∀r ≥ 1, k ∈ ℕ.

问题 2.6.2. 记 ℝd 中的单位球为 B, 𝟏B 是 B的示性函数。证明：存在常数 C > 0使得

|𝟏B(𝝃 )| ≤ C(1 + |𝝃 |)−
1+d
2 .

该结论可以用于估计球内的格点（即每个坐标分量都为整数的点）数量，见问题C.2.3.

问题2.6.3-2.6.4请参见 Evans [3,第 4.5.3节].

问题 2.6.3. 设 a ∈ C∞
c (ℝd), 𝐀是非奇异的实对称方阵，证明：当 " → 0时有如下渐近表达式

1
(2�")d

∫
ℝd

e
i
2"
𝒚⋅𝐀𝒚a(𝒚) d𝒚 = ei

�
4
sgn 𝐀

√
det𝐀

(a(𝟎) + O(")).

其中 sgn 𝐀是方阵 𝐀的正特征值个数减去负特征值个数。

问题 2.6.4 (波动光学到几何光学的高频极限). 设 0 < " ≪ 1是小参数，考虑波动方程的初值问题

)2t u" − ∆u" = 0 in ℝ+ ×ℝd, (u", )tu")|t=0 = (g", 0). (2.6.4)

并假设 g"(𝒙) = a(𝒙) exp(ip(𝒙)∕"),其中 a, p ∈ C∞
c (ℝd),且在 Spt a中恒有 ∇p ≠ 𝟎.

(1) 证明：方程的解 u"(t,𝒙) = 1

2
(I"+(t,𝒙) + I"−(t,𝒙)),其中

I"±(t,𝒙) =
1

(2�")d
∫
ℝd

∫
ℝd

a(𝒛)ei"−1�±(t,𝒙,𝒚,𝒛) d𝒚 d𝒛, �±(t,𝒙,𝒚, 𝒛) ∶= (𝒙 − 𝒛) ⋅ 𝒚 ± t|𝒚| + p(𝒛).

(2) 当 t0 > 0很小时，计算当 " → 0时 u"(t0,𝒙0)的极限。

提示：需要用到问题2.6.3的结论和Morse引理。



第三章 一维边值问题的分离变量法

前一章我们讨论了如何求解欧氏空间中的波动方程和热方程，其中的一个特点是 ℝd 并不带

边界，因此我们可以直接使用特征线法、傅立叶变换法等方法求解方程。而现实中的很多模型都

是在带边区域内考虑偏微分方程的求解，例如一个物体的温度变化、一根有限长的弦的振动、一

个导体内部的电荷分布等等。本章讨论的就是特殊区域内波动方程、热方程、Laplace方程的求解
方法，其被称作分离变量法。囿于本讲义并不要求读者掌握泛函分析和特殊函数计算的知识，大

部分的讨论都仅局限于一维的情况。本章的最后将介绍分离变量法的数学原理，即对称椭圆算子

的主特征值变分原理，当然本讲义对其进行了简单处理，避开了需要泛函分析的部分。

3.1 波方程的分离变量法

本章第一节讨论如何求解一维区间上的波动方程，其物理模型对应有限长度的弦振动。为了

计算的简便，我们假设区间为 Ω = (0, �),并考虑如下带有 Dirichlet边值条件的一维波方程。

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − c2uxx = f(t, x) t > 0, 0 < x < �,

(u, ut)|t=0 = ('(x),  (x)) 0 ≤ x ≤ �,

u(t, 0) = g1(t), u(t, �) = g2(t) t ≥ 0.

(3.1.1)

利用能量法，我们可以证明平方可积解的唯一性。因此如果我们能“提前预测”解的正确形式，那

么求出来的这个解就必定是(3.1.1)的唯一解。

91
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3.1.1 Dirichlet边值条件

我们首先考虑 f = 0, g1, g2 = 0,即带有 Dirichlet边界条件的齐次波动方程

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − c2uxx = 0 t > 0, 0 < x < �,

(u, ut)|t=0 = ('(x),  (x)) 0 ≤ x ≤ �,

u(t, 0) = u(t, �) = 0 t ≥ 0.

(3.1.2)

我们现在“预测”解具有变量分离的形式，即 u(t, x) = T(t)X(x),把它代入方程(3.1.2)可得

T′′(t)X(x) − c2T(t)X′′(x) = 0 ⇒
T′′(t)
c2T(t)

=
X′′(x)
X(x)

,

其中
T′′(t)

c2T(t)
这一项只依赖 t,而 X′′(x)

X(x)
这一项只依赖 x. 二者相等就说明它们只能等于常数，记作 −�.

于是就得到 T,X 各自满足一个常微分方程

X′′(x) + �X(x) = 0, X(0) = X(�) = 0 (3.1.3)

和

T′′(x) + c2�T(t) = 0. (3.1.4)

我们先求解(3.1.3)算出 X. 首先可以证明 � > 0. 事实上，我们可以在方程(3.1.3)两边乘以 X(x)
然后在 Ω上积分得到

∫
�

0
X′′X + �X2 dx

I.B.P.
=== ∫

�

0

(
−(X′)2 + �X2) dx = 0,

如果 � ≤ 0,就会迫使 X = 0,导致 u = 0,而零解并不满足初值条件。

当 � > 0时,直接求解常微分方程可得

X(x) = C1 cos(
√
�x) + C2 sin(

√
�x),

代入边值条件 X(0) = X(�) = 0得到

C1 = 0, C2 sin(
√
��) = 0

C2≠0
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇒ sin(

√
��) = 0 ⇒ � = n2, n = 1, 2,⋯
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对每个 n,我们可以得到算子 − d2

dx2
的特征值和特征函数为

�n = n2, Xn(x) = sin(nx).

现在把特征值代入 T 的方程，就能对每个 n求解出 Tn(t):

Tn(t) = An cos(cnt) + Bn sin(cnt).

因此，我们形式上得到了方程的解为

u(t, x) =
∞∑

n=1
Tn(t)Xn(x) =

∞∑

n=1
(An cos(cnt) + Bn sin(cnt)) sin(nx), (3.1.5)

其中系数 An, Bn 应该由初值 ',  来决定。事实上，由傅立叶级数理论可以算出（即在上式中令
t = 0,以及在 )tu的形式傅立叶级数中令 t = 0）

An =
2
� ∫

�

0
'(x) sin(nx) dx, Bn =

2
cn� ∫

�

0
 (x) sin(nx) dx. (3.1.6)

现在我们严格叙述按照如上计算所得的结论。

定理 3.1.1. 假设初值 ' ∈ C3([0, �]),  ∈ C2([0, �])满足相容性条件

'(0) = '(�) = '′′(0) = '′′(�) =  (0) =  (�) = 0,

则方程(3.1.2)有唯一解 u(t, x) ∈ C2([0,+∞) × [0, �]),其表达式为

u(t, x) =
∞∑

n=1
Tn(t)Xn(x) =

∞∑

n=1
(An cos(cnt) + Bn sin(cnt)) sin(nx), (3.1.7)

其中系数 An, Bn 等于

An =
2
� ∫

�

0
'(x) sin(nx) dx, Bn =

2
cn� ∫

�

0
 (x) sin(nx) dx. (3.1.8)

证明. 我们在此之前的讨论已经把解的表达式算出来了，所以这里就不再重复计算过程。这段证
明主要是讲如何确定系数 An, Bn，为什么需要初值满足相容性条件（保证解的区域“角点”处的
连续性和可微性），以及为什么假设初值具有 C3 × C2 的正则性。
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第一步：对初值作傅立叶级数展开。在之前计算中，我们已经知道 An, Bn 需满足如下等式

'(x) = u(0, x) =
∞∑

n=1
An sin(nx),  (x) = ut(0, x) =

∞∑

n=1
Bn ⋅ (cn) sin(nx).

由于我们只给定了 [0, �]上的初值，所以首先我们要,把初值延拓为 ℝ上的 2�-周期函数。由于我
们要求解具有 C2([0,+∞)× [0, �])的连续可微性，所以边值条件表明 u(0, 0) = ut(0, 0) = u(0, �) =
ut(0, �) = 0,进而 '(0) =  (0) = '(�) =  (�) = 0. 据此，我们可以对 ',  作奇延拓1 得到 [−�, �]
上的奇函数，然后把这一个周期复制到其它的 [(2k−1)�, (2k+1)�]，使得 ',  变成 2�-周期函数。

由于 ',  是奇函数，所以 '(x) sin(nx),  (x) sin(nx)是偶函数，这样就有

'(x) =
∞∑

n=1
'n sin(nx), 'n =

1
� ∫

�

−�
'(x) sin(nx) dx = 2

� ∫
�

0
'(x) sin(nx) dx

 (x) =
∞∑

n=1
 n sin(nx),  n =

2
� ∫

�

0
 (x) sin(nx) dx.

与之前形式求解时所得的 ',  的傅立叶展开比较，便有 An = 'n, cnBn =  n.

第二步：寻找初值的相容性条件。接下来我们需要明确初值需要满足哪些相容性条件，使得

解在闭集 [0,+∞) × [0, �]内具有 C2 可微性。上一步的证明里面，我们已经写出了使得 u和 ut 在
角点处 (t = 0, x = 0和 t = 0, x = �)具有连续性的条件。对于二阶可微性，如果要求 utt 在角点处
是连续的，那么把 x = 0, �代入 c2uxx(0, x) = utt(0, x) = 0就得到 '′′(0) = '′′(�) = 0.

第三步：初值的正则性。为了保证解在角点 {t = 0} × {x = 0} 处的二阶连续可微性，我们要
求 u, )t,xu 和 )2t,xu 的傅立叶级数是一致收敛的。不失一般性，我们考察 uxx 的傅立叶展开，其等
于 −

∑
n n

2(An cos(cnt) + Bn sin(cnt)) sin(nx). 为了保证一致收敛性，我们要求初值 '和  分别具
有 C3 和 C2 的正则性。事实上，如果记 an, bn 为 '′′′(x) 和  ′′(x) 的傅立叶系数，那么可以算得
Bn = − bn

(cn)3
和 An = −an

n3
,从而

|||||||||

∑

n
n2(An cos(cnt) + Bn sin(cnt)) sin(nx)

|||||||||

2

≤ C (
∑ |an| + |bn|

n )
2

≤ C(
∑

a2n + b2n)(
∑

n

1
n2
).

利用 Parseval恒等式，我们知道右边是收敛的。类似地，我们可以验证 u 和它的一阶导数对应傅
立叶级数的一致收敛性。

注记 3.1.1. 事实上，我们对初值正则性的假设可以减弱到 ' ∈ C2,  ∈ C1, 这与方程中实际出现

1这里奇延拓是最佳的延拓方式，因为这样延拓出来的函数的傅立叶级数展开里面只有正弦函数的项，这与我们之
前形式求解所得的表达式是吻合的。
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的导数阶数相同，但是证明方法有所不同。在这个假设下，我们需要对初值作奇延拓

Φ(x) = −Φ(−x), Φ(x) = Φ(x + 2�), Ψ(x) = −Ψ(−x), Ψ(x) = Ψ(x + 2�), x ∈ ℝ;

Φ(x) = '(x), Ψ(x) =  (x) x ∈ [0, �].

据此我们可以用达朗贝尔公式求解 ℝ上初值为 (Φ,Ψ)的波动方程，记它的解为 U,而我们要求的
解 u则可以视作 U 在 [0, �]区间上的限制。我们将其严格验证留作习题。

注记 3.1.2. 若将区间 [0, �]改为一般的 [0, L],那么对应的特征值为 �n = (n�
L
)2,特征函数为Xn(x) =

sin(n�
L
x),对应的傅立叶系数为

An =
2
L ∫

L

0
'(x) sin(n�L x) dx, Bn =

2
cL� ∫

L

0
 (x) sin(n�L x) dx.

例 3.1.1. 现在我们来算一个例子

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − uxx = 0 t > 0, 0 < x < �,

u(0, x) = sinx, ut(0, x) = x(� − x) 0 ≤ x ≤ �,

u(t, 0) = u(t, �) = 0 t ≥ 0

(3.1.9)

解. 根据之前的讨论，我们知道方程的解具有如下形式

u(t, x) =
∞∑

n=1
Tn(t)Xn(x) =

∞∑

n=1
(An cos(nt) + Bn sin(nt)) sin(nx),

接下来利用初值 '(x) = sinx 和  (x) = x(� − x)来确定系数 An, Bn. 据定理3.1.1,我们有

An =
2
� ∫

�

0
'(x) sin(nx) dx = 2

� ∫
�

0
sinx sin(nx) dx =

⎧

⎨
⎩

1 n = 1

0 n ≥ 2
,
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以及

Bn =
2
n� ∫

�

0
 (x) sin(nx) dx = 2

n� ∫
�

0
x(� − x) sin(nx) dx

= 2
n� ∫

�

0
x(� − x) d

dx
(−1n cos(nx)) dx

=− 2
n2�

x(� − x) cos(nx)
|||||||

�

0
⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟

=0

+ 2
n2�

∫
�

0
(� − 2x) cos(nx) dx

= − 4
n2�

∫
�

0
x cos(nx) dx = 4

�n4
(1 − (−1)n) =

⎧

⎨
⎩

0 n = 2k
8

(2k−1)4�
n = 2k − 1

.

所以方程的解为

u(t, x) = cos t sinx +
∞∑

k=1

8
(2k − 1)4�

sin((2k − 1)t) sin((2k − 1)x).

同时我们也可以直接验证初值满足相容性条件。

接下来我们在一般情况下求解(3.1.1), 但事实上我们总可以把一般情况化成 f = g1 = g2 = 0
这种最简单的情况。

f ≠ 0, g1, g2 = 0的情况

当方程的右端有非零的源项 f时，一种方法是使用 Duhamel原理求解方程，但是我们仍需要
算出 f 在 Ω的“额外贡献”，而这部分现在并不能像之前那样使用达朗贝尔公式计算。

我们仍假设解具有如下形式

u(t, x) =
∞∑

n=1
Tn(t) sin(nx),

并假设 f(t, x)有类似的傅立叶展开式

f(t, x) =
∞∑

n=1
fn(t) sin(nx).

注意，这里只使用正弦级数展开也是可行的，因为 {sinnx}n∈ℕ∗ 构成 L2[0, �]的完备正交基。
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把上面的 u, f 的表达式代入波动方程，得到系数 Tn 的常微分方程

T′′n (t) + c2n2Tn(t) = fn(t),

这个方程可以使用常数变易法求解（也就是假设 Tn(t) = Cn(t) cos(cnt) + Dn(t) sin(cnt),然后代回
常微分方程里面解出 Cn(t), Dn(t).）

Tn(t) = An cos(cnt) + Bn sin(cnt) +
1
cn ∫

t

0
fn(�) sin(cn(t − �))d�.

这里的系数 fn(t)等于

fn(t) =
2
� ∫

�

0
f(t, x) sin(nx) dx.

一般情况

若 g1, g2 ≠ 0,我们可以很容易地将问题化为 g1, g2 = 0的情况。令

v(t, x) = u(t, x) − (1 − x
� )g1(t) −

x
�g2(t).

那么可以计算出 v 满足如下方程

vtt − c2vxx = f − (1 − x
� )g

′′
1 (t) −

x
�g

′′
2 (t),

其初值为

v(0, x) = '(x) − (1 − x
� )g1(0) −

x
�g2(0), vt(0, x) =  (x) − (1 − x

� )g
′
1(0) −

x
�g

′
2(0),

边界条件为 v(0, t) = v(�, t) = 0. 这就化为 f ≠ 0, g1, g2 = 0的情况。

类似地，我们可以得到具有 Dirichlet边界条件的波动方程解的如下结论

定理 3.1.2. 假设初值 ' ∈ C3([0, �]),  ∈ C2([0, �]), f ∈ C1([0,∞) × [0, �])满足相容性条件

'(0) = g1(0), '(�) = g2(0),  (0) = g′1(0),  (�) = g′2(0),

g′′1 (0) − c2'′′(0) = f(0, 0), g′′2 (0) − c2'′′(�) = f(0, �).
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则一维波动方程
⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − c2uxx = f(t, x) t > 0, 0 < x < �,

(u, ut)|t=0 = ('(x),  (x)) 0 ≤ x ≤ �,

u(t, 0) = g1(t), u(t, �) = g2(t) t ≥ 0.

(3.1.10)

有唯一解 u(t, x) ∈ C2([0,+∞) × [0, �])

u(t, x) =
∞∑

n=1
(An cos(cnt) + Bn sin(cnt)) sin(nx)

+ 1
cn ∫

t

0
f̃n(�) sin(cn(t − �))d�

+ (1 − x
� )g1(t) +

x
�g2(t)

其中系数 An, Bn, f̃n 由如下傅立叶系数给出

An =
2
� ∫

�

0

(
'(x) − (1 − x

� )g1(0) −
x
�g2(0)

)
sin(nx) dx,

Bn =
2
cn� ∫

�

0

(
 (x) − (1 − x

� )g
′
1(0) −

x
�g

′
2(0)

)
sin(nx) dx,

f̃n(t) =
2
� ∫

�

0

(
f(t, x) − (1 − x

� )g
′′
1 (t) −

x
�g

′′
2 (t)

)
sin(nx) dx.

3.1.2 两个例子：驻波、共振

考虑有限长度的一维弦振动

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − c2uxx = f(t, x) t > 0, 0 < x < �,

(u, ut)|t=0 = ('(x),  (x)) 0 ≤ x ≤ �,

u(t, 0) = g1(t), u(t, �) = g2(t) t ≥ 0.

(3.1.11)

方程的初值表示弦上每一点初始时刻的位移 (')以及初始时刻的速度 (正比于  ). Dirichlet边界条
件给出了弦端点的具体位置 (g1, g2)，非齐次项 f(t, x)表示作用在弦上的外力。

分离变量法可以给出如上方程解的显式表达式。而齐次方程情况 (f = g1 = g2 = 0)表明解可
以视作驻波的叠加，非齐次方程则可以解释共振现象。
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例子一：驻波

当 f = g1, g2 = 0时，即弦的两端固定在平衡态，且没有外力作用在弦上。此时，分离变量法
所得的解可以视作具有特定频率的驻波的叠加。事实上，从解的表达式出发

u(t, x) =
∞∑

n=1
Tn(t)Xn(x) =

∞∑

n=1
(An cos(cnt) + Bn sin(cnt)) sin(nx),

我们发现每一项 Xn(x)Tn(t)都能写成如下形式

un(t, x) ∶= Xn(x)Tn(t) = Nn sin(nx) sin(cnt + �n), Nn =
√
A2
n + B2n, �n = arctan

An

Bn
.

对弦上任意定点 x, 每个 un(x) 代表一个该点处的简谐振动，其振幅为 an ∶= Nn sin(nx), 频率
!n ∶= cn 称作固有频率 (natural frequency), 初始相位为 �n. 特别地，如果 �n = 0, 则在 x =
0, �

n
,⋯ , n−1

n
�, �处有 an = 0成立，在 x = �

2n
, 3�
2n
,⋯ , (2n−1)�

2n
处有 an = ±Nn 成立。可见，每一点处

的波峰的振幅与时间无关；在波形上，波节和波腹的位置始终是不变的，给人“驻立不动”的印

象。这类波动叫作驻波 (stationary wave). 比如常见的弦乐器和管乐器分别是利用了弦上的驻波和
管中的驻波进行发声，更详细的解释请参阅 [8]第二章的 4.2节（懒得复制了）。

例子二：共振

当 f ≠ 0时,我们就说弦的振动为受迫振动 (forced vibration),这个过程中会出现所谓的共振
(resonance)现象。从物理上讲，共振描述了当施加的周期性外力的频率等于或接近其作用的系统
的固有频率时，振幅增加的现象。例如一根两端固定的弦线如果在一个周期外力作用下作强迫振

动，假如这个周期外力的频率与弦线的某一特征频率相等，那么弦线将产生共振，即弦线一些点

的振幅将随着时间的增大而趋于无穷，这必然在某一时刻导致弦线的断裂。因此对于很多工程问

题（例如建坝、建屋、……）来说共振现象必须设法避免。为此必须预先知道这个物体的固有频

率，即去求某一个特征值问题的解．但是在有些问题中，例如在电磁振荡理论中，人们又经常利

用“共振”现象来调频，所以特征值问题无论在建筑工程方面还是在无线电、电子工程方面都有

着重要的应用。

接下来我们从数学上严格验证这一点，不妨设外力是周期函数 f(t, x) = A(x) sin(!t),其频率
固定为 ! (这里我们还要假设 A(0) = A(�) = 0). 我们假设波方程的初值 ',  和边值 g1, g2 都是零，
以单独考虑周期外力作用的效果。此时，方程的解为

u(t, x) =
∞∑

n=1

1
cn sin(nx)∫

t

0
fn(�) sin(cn(t − �))d� =

∞∑

n=1

an
!n

sin(nx)∫
t

0
sin(!�) sin(!n(t − �))d�,
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此处第二个等号是写出展开式 A(x) =
∑

n an sin(nx)得到的，其中 an =
2

�
∫�0 A(x) sin(nx), !n ∶=

cn. 现在对被积函数作积化和差，得到

sin(!�) sin(!n(t − �)) = 1
2 (cos[(! + !n)� − !nt] − cos[(! − !n)� + !nt]) .

1. 如果 ! ≠ !n (n = 1, 2,⋯): 直接积分可得

∫
t

0
sin(!�) sin(!n(t − �))d�

= 1
2 (

1
! + !n

sin[(! + !n)� − !nt] −
1

! + !n
sin[(! − !n)� + !nt])

|||||||

�=t

�=0

= 1
2 [(

1
! + !n

− 1
! − !n

) sin(!t) + ( 1
! + !n

− 1
! − !n

) sin(!nt)]

=
! sin(!nt) − !n sin(!t)

!2 − !2
n

进而

u(t, x) =
∞∑

n=1

an
!n(!2 − !2

n)
(! sin(!nt) − !n sin(!t)) sin(nx),

它的右端关于时间 t 是一致有界的。

2. 如果存在 k ∈ ℕ∗ 使得 ! = !k,则被积函数

sin(!�) sin(!k(t − �)) = 1
2 (cos(2!k� − !kt) − cos(!kt))

的第二项与被积变量 �无关，此时可以算得

∫
t

0
sin(!�) sin(!k(t − �)) d� =

sin(!kt) − t!k cos(!kt)
2!k

,

进而

u(t, x) =
∑

n≠k

an
!n(!2 − !2

n)
(! sin(!nt) − !n sin(!t)) sin(nx)

+
ak
2!2

k

(sin(!kt) − t!k cos(!kt)
⏟⎴⎴⏟⎴⎴⏟

无界

) sin(kx).

因此，如果外力的频率 !与弦振动的某个固有频率 !n = cn相同，那么弦振动的振幅会随着时间
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增长而趋于无穷，从而必在有限时间内发生断裂。此结果也表明波动方程不可能满足极大值原理。

3.1.3 Neumann边界条件

除了 Dirichlet型边界条件以外，我们也可以在边界设定 Neumann边界条件如下

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − c2uxx = f(t, x) t > 0, 0 < x < �,

(u, ut)|t=0 = ('(x),  (x)) 0 ≤ x ≤ �,

ux(t, 0) = g1(t), ux(t, �) = g2(t) t ≥ 0.

(3.1.12)

为了简便，我们仍然假设 f = g1, g2 = 0, 否则可以用与前一节类似的技巧将问题化为这个最简单
的情况。该边界条件下，弦的两端位置不再被给定，而边界条件 ux(t, 0) = ux(t, �) = 0表明弦的端
点是套在一根固定杆上，杆并不随着弦振动而发生运动，也就是说杆并不产生作用在弦上的外力。

我们仍然希望找到变量分离形式的解 u(t, x) = X(x)T(t). 模仿上一节求解 Dirichlet边值问题
的方法，我们得到两个常微分方程

X′′(x) + �X(x) = 0, X′(0) = X′(�) = 0 (3.1.13)

和

T′′(t) + c2�T(t) = 0. (3.1.14)

类似地，我们可以证明特征值 � ≥ 0. 但在 Neumann边界条件下，�0 = 0也是微分算子 − d2

dx2
的特

征值，并可解得对应的特征函数为 X0(x) =常数,系数 T0(t)0 = A0 + B0t.
当 � > 0时，可算得(3.1.13)具有通解

X(x) = C1 cos(
√
�x) + C2 sin(

√
�x).

该方程的边界条件表明

X′(0) =
√
�(−C1 sin(

√
�x) + C2 cos(

√
�x))|x=0 =

√
�C2 = 0,

X′(�) =
√
�(−C1 sin(

√
�x) + C2 cos(

√
�x))|x=�

C2=0=== sin(
√
��) = 0 ⇒ � = n2.

对任一正整数 n,我们再次得到微分算子 − d2

dx2
的特征值 �n = n2和特征函数 Xn(x) = cos(nx).

把它带回 T 的方程可以解得对应的系数 Tn(t)

Tn(t) = An cos(cnt) + Bn sin(cnt).
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于是，我们形式上求得了(3.1.12)的解

u(t, x) =
∞∑

n=0
Tn(t)Xn(x) = (A0 + B0t) +

∞∑

n=1
(An cos(cnt) + Bn sin(cnt)) cos(nx), (3.1.15)

其中 An, Bn 由初值 ',  的傅立叶系数确定，它们的值为

An =
2
� ∫

�

0
'(x) cos(nx) dx, Bn =

2
cn� ∫

�

0
 (x) cos(nx) dx (n ≥ 1), (3.1.16)

A0 =
1
� ∫

�

0
'(x) dx, B0 =

1
� ∫

�

0
 (x) dx. (3.1.17)

思考. 当 f 或者 g1, g2 非零时，该怎样求解方程(3.1.12)？

习题 3.1

习题 3.1.1. 求解如下具有 Neumann边界条件的波动方程

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − c2uxx = 0 t > 0, 0 < x < �,

u(0, x) = cosx, ut(0, x) = 0 0 ≤ x ≤ �,

ux(t, 0) = ux(t, �) = 0 t ≥ 0.

习题 3.1.2. 考虑一维带阻尼的波动方程，其中常数 d ∈ (0, 2)

⎧

⎨
⎩

utt − uxx + dut = 0 t > 0, 0 < x < �;

u(t, 0) = u(t, �) = 0 t ≥ 0.

求该方程具有分离形式的解 u(t, x) = T(t)X(x),并说明 t → +∞时这些解的行为。

习题 3.1.3. 考虑具有混合边值条件的波动方程

⎧

⎨
⎩

utt − uxx = 0 t > 0, 0 < x < �

u(t, 0) = ux(t, �) = 0 t ≥ 0.

(1) 它的通解是什么？

(2) 若给定初值 u(0, x) = '(x), ut(0, x) =  (x) (0 ≤ x ≤ �),如何计算通解里面的傅立叶系数？
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习题 3.1.4. 解方程
⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − uxx −
2
xux = 0 t > 0, 0 < x < �

u(0, x) = 0, ut(0, x) = cosx 0 ≤ x ≤ �

u(t, 0) = u(t, �) = 0 t ≥ 0.

提示：令 v(t, x) = xu(t, x),验证 v 满足 vtt − vxx = 0.

习题 3.1.5. 设 A, B是常数，求解如下方程

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − uxx = 0 t > 0, 0 < x < �

u(0, x) = 0, ut(0, x) = 0 0 ≤ x ≤ �

ux(t, 0) = At, ux(t, �) = Bt t ≥ 0.

习题 3.1.6. 考虑具有固定端点且长度有限的弦发生的受迫振动方程

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

utt − uxx = cosx cos 5x sin(!t) t > 0, x ∈ (0, �)

u(0, x) = 0, ut(0, x) = 0 x ∈ [0, �]

ux(t, 0) = ux(t, �) = 0 t ≥ 0,

其中 ! > 0是常数。求解方程并讨论 !为何值时方程的解一致有界？即 sup
t>0,x∈(0,�)

|u(t, x)| <∞.

习题 3.1.7. 按照注记3.1.1所述，给出定理3.1.1在 ' ∈ C2,  ∈ C1 条件下的证明。

3.2 热方程的分离变量法

对一维有限区间上的热传导方程，我们也可以类似地使用分离变量法对其进行求解。

3.2.1 Dirichlet边界条件

今考虑区间 Ω = (0, �)内的热传导方程的初边值问题

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

ut − kuxx = f(t, x) t > 0, 0 < x < �

u(0, x) = '(x) 0 ≤ x ≤ �

u(t, 0) = g1(t), u(t, �) = g2(t) t ≥ 0,

(3.2.1)

其中 k > 0是常值。
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最简单情况仍然是 f = 0, g1 = g2 = 0. 此情况下，我们再次假设解具有变量分离形式 u(t, x) =
T(t)X(x),进而得到如下方程

T′(t)X(x) − kT(t)X′′(x) = 0 ⇒
T′(t)
kT(t)

=
X′′(x)
X(x)

= −� ∈ ℝ,

此时 X(x)满足如下常微分方程

X′′(x) + �X(x) = 0, X(0) = X(�) = 0.

这个方程和之前波方程的情况是相同的，我们可以解得特征值为 �n = n2 (n ∈ ℕ∗), 特征函数为
Xn(x) = sin(nx). 代入 T 的方程得到 T′n(t) + kn2Tn(t) = 0,进而解得 Tn(t) = Cne−kn

2t. 因此，方程
的通解可以写作

u(t, x) =
∞∑

n=1
Cne−kn

2t sin(nx).

接下来就是利用初值来确定 Cn 的取值。在通解中令 t = 0,得到

'(x) = u(0, x) =
∞∑

n=1
Cn sin(nx).

由傅立叶级数的唯一性知，Cn 必定是 '的傅立叶系数，即 Cn =
2
� ∫�0 '(x) sin(nx) dx.

注记 3.2.1. 上面最后一步中实际上是将 '(x) 延拓为 (−�, �) 的奇函数，使得我们可以将 ' 展开
成傅立叶级数。这就需要 '(0) = '(�) = 0. 而这件事是必定成立的，因为我们要计算的是方程的
古典解，该解 u(t, x)在 (0, 0)处连续，进而得到 u(0, 0) = lim

x→0
u(0, x) = lim

t→0
u(t, 0) = 0.

若边值 g1, g2 ≠ 0,我们仍然和之前一样引进辅助函数 v(t, x) = u(t, x) −
(
1 − x

�

)
g1(t) −

x
�g2(t)

将边界条件进行齐次化，这样的话就得到具有零边值条件的非齐次热方程

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

vt − kvxx =
(
1 − x

�

)
g′1(t) −

x
�g

′
2(t) t > 0, 0 < x < �

v(0, x) = '(x) −
(
1 − x

�

)
g1(0) −

x
�g2(0) 0 ≤ x ≤ �

v(t, 0) = v(t, �) = 0 t ≥ 0.

问题也就化为求解源项 f(t, x) ≠ 0, g1, g2 = 0 时的非齐次方程。一般来说这个源项并不一定具有
变量分离的形式，但是我们仍然可以利用 {sinnx}n≥1 构成 L2[0, �] 的完备正交基这一事实，将 f
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展开成正弦级数：

f(t, x) =
∞∑

n=1
fn(t) sin(nx), fn(t) ∶=

2
� ∫

�

0
f(t, x) sin(nx) dx.

同时我们也有初值的傅立叶展开式

'(x) =
∞∑

n=1
'n(t) sin(nx), 'n(t) ∶=

2
� ∫

�

0
'(x) sin(nx) dx.

并假设解具有展开式 u(t, x) =
∞∑

n=1
Tn(t) sin(nx).

将如上展开式代入热方程，得到常微分方程 T′n(t) + kn2Tn(t) = fn(t),其中初值为 Tn(0) = 'n.
直接求解可得

Tn(t) = 'ne−kn
2t + ∫

t

0
fn(�)e−kn

2(t−�) d�.

3.2.2 Neumann边界条件

设常数 k > 0,我们也可以求解带 Neumann边界条件的热方程。

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

ut − kuxx = f(t, x) t > 0, 0 < x < �

u(0, x) = '(x) 0 ≤ x ≤ �

ux(t, 0) = g1(t), ux(t, �) = g2(t) t ≥ 0.

(3.2.2)

我们仍然只需考虑 g1 = g2 = 0的情况,否则考虑引进辅助函数

v(t, x) = u(t, x) + 1
2�

(
(� − x)2 g1(t) − x2g2(t)

)

将边界条件齐次化。

当 f(t, x) = 0时,唯一的不同之处就是特征函数不再是 {sinnx}. 我们需要求解

X′′(x) + �X(x) = 0, X′(0) = X′(�) = 0,

其解为 Xn(x) = cos(nx), n = 0, 1, 2,⋯. 于是 Tn = Cne−kn
2t. 所以解为

u(t, x) =
∞∑

n=0
Cne−kn

2t cos(nx),
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其中 Cn 由 '(x)的傅立叶级数确定。

当 f(t, x)不恒为零时，我们还是像之前一样将 ', f(t, ⋅)和 u(t, ⋅)展开成余弦级数，这是因为
此时的特征函数系为 {cos(nx)}n∈ℕ. 与 Dirichlet 边界条件不同的是，现在 �0 = 0 也是特征值，所
以需要额外计算这一项。

习题 3.2

习题 3.2.1. 对热传导方程 ut = uxx (0 < x < �), 初值 u(t, 0) = ux(t, �) = 0, 求出具有变量分离形
式的解 u(t, x) = T(t)X(x).

习题 3.2.2. 求出方程 tut = uxx + 2u (t > 0, 0 < x < �) 具有变量分离形式的解，其边界条件为
u(t, 0) = u(t, �) = 0. 之后证明有无穷多个这样的解都满足 u(0, x) = 0.

习题 3.2.3. 考虑具有 Neumann边界条件的热传导方程，其中 k ≥ 0是常数

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

ut − uxx = k(1 − u) t > 0, 0 < x < �

u(0, x) = '(x) 0 ≤ x ≤ �

ux(t, 0) = ux(t, �) = 0 t ≥ 0.

求解这个方程，并计算 lim
t→+∞

u(t, x).

习题 3.2.4. 设 A, B ∈ ℝ是常数，用分离变量法求解如下方程

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

ut − uxx = 0 t > 0, 0 < x < �

u(0, x) = 0 0 ≤ x ≤ �

ux(t, 0) = At, ux(t, �) = Bt t ≥ 0.

习题 3.2.5. 考虑如下热传导方程的初边值问题

ut − uxx = 0 t > 0, x ∈ (0, �); u(0, x) = '(x) ∈ C2([0, �]) 0 ≤ x ≤ �; u(t, 0) = u(t, �) = 0, t ≥ 0.

(1) 证明：方程的解满足估计 ∫�0 u(t, x)
2 dx ≤ e−2t ∫�0 '(x)

2 dx.

(2) 证明：存在常数 C > 0使得 |u(t, x)| ≤ Ce−t 对任意 t > 0, x ∈ [0, �]成立。

提示：无论使用能量法还是分离变量法，可能都需要使用 Parseval恒等式；对 (2)，思考为什么这
里假设了 ' ∈ C2([0, �])，具有该光滑性的函数的傅立叶系数具有怎样的阶？
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3.3 求解特殊区域内的调和函数

若函数 u(𝒙)在区域 Ω内满足 −∆u = 0,我们就称 u 是区域 Ω内的调和函数。调和函数具有
广泛的物理背景，振动的平衡态、热传导的稳态、保守场的势函数等等都可以用它来刻画。本节

暂不讨论调和函数的一般性质与重要定理，而是先显式求解一些特殊情况，作为分离变量法的例

子。

3.3.1 圆盘内的调和函数求解

我们首先考虑二维圆盘、圆环以及圆盘的外区域中的调和函数的显式求解，该情况下我们可

以用极坐标 (r, �)去重写 ∆算子。首先，由链式法则我们知道

)x =
)r
)x
)r +

)�
)x
)�, )y =

)r
)y
)r +

)�
)y
)�.

回忆极坐标定义为 x = r cos �, y = r sin �. 等价地有 r =
√
x2 + y2, � = arctan(y∕x),直接计算可得

)r
)x

= x
√
x2 + y2

= x
r = cos �, )r

)y
=

y
√
x2 + y2

=
y
r = sin �,

)�
)x

=
−(y∕x2)
1 + (y∕x)2

= −
y
r2
= −sin �r , )�

)y
=

1∕x
1 + (y∕x)2

= x
r2
= cos �

r .

这样就得到一阶偏导数的极坐标表达式

)x = cos �)r −
sin �
r )�, )y = sin �)r +

cos �
r )�.

接下来再算二阶导数

)2x = (cos �)r −
sin �
r )�)2

=cos2 �)2r −
2 sin � cos �

r )r)� +
sin2 �
r2

)2� +
2 sin � cos �

r2
)� +

sin2 �
r )r,

以及

)2y = (sin �)r +
cos �
r )�)2

=sin2 �)2r +
2 sin � cos �

r )r)� +
cos2 �
r2

)2� −
2 sin � cos �

r2
)� +

cos2 �
r )r.
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两式相加得到 ℝ2 上的 ∆算子的极坐标表达式

∆ = )2r +
1
r )r +

1
r2
)2�.

例 3.3.1 (圆盘内的调和函数). 设 Ω = B(𝟎, a)是以原点为圆心，a为半径的开圆盘。考虑如下方程

∆u = 0 in Ω u = ℎ(�) on )Ω, (3.3.1)

其中 ℎ是周期为 2�的连续函数。

解. 首先我们可以证明这个方程的 C2(Ω)∩C(Ω)解（如果存在）是唯一的。事实上，假设 u1, u2都
是方程的解，则 v ∶= u1 − u2 满足 ∆v = 0和 v|)Ω = 0. 于是用极大值原理或者能量法即可得到唯
一性。这里我们稍微写下能量法的证明，即 v 的方程两边同时乘以 v,之后分部积分得到

0 = ∫
Ω
v∆v d𝒙 = −∫

Ω
|∇v|2 dx + ∫

)Ω
v )v
)N

dS𝒙 = −∫
Ω
|∇v|2 dx ⇒ v =常数.

而 v的边值是零，所以根据解的连续性，v自己只能是零。接下来我们用分离变量法求解方程，假
设 u(r, �) = R(r)Θ(�)，那么 urr +

1

r
ur +

1

r2
u�� = 0表明

R′′Θ + 1
r R

′Θ + 1
r2
RΘ′′ = 0 ⇒ −r

2R′′ + rR′
R = Θ′′

Θ = −�.

所以现在就只要解两个常微分方程

Θ′′ + �Θ = 0, r2R′′ + rR′ − �R = 0.

对函数 Θ,它应当以 2�为周期，所以有 Θ(�+2�) = Θ(�). 同前面的章节我们可以算出 � = n2,
Θ(�) = A cos(n�) + B sin(n�),这里 n可取任意非负整数。接下来我们对每个 n求解对应的 Rn:

r2R′′n + rR′n − n2Rn = 0.

当 n = 0时，我们可以解得 R0(r) = C0 + D0 ln r. 当 n ≥ 1时，由于自变量 r 非负，我们可以作变
量替换 t = ln r并令 Zn(t) = Rn(r). 从而

Z′
n(t) = R′n(r)

dr
dt

= rR′n(r), Z′′
n (t) = R′′n (r)(

dr
dt
)2 + R′n(r)

d2r
dt2

= r2R′′n (r) + rRn(r).

进而得到 Z′′
n (t) − n2Zn(t) = 0,解得 Zn(t) = Cnent + Dne−nt,也即 Rn(r) = Cnrn + Dnr−n.
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至此，我们利用分离变量法求得圆盘内的调和函数具有如下形式

u = C0 + D0 ln r +
∑

n≥1
(Cnrn + Dnr−n)(An cos(n�) + Bn sin(n�)).

注记 3.3.1 (周期边界条件下的特征函数系). 如上计算过程实际上已经用到了如下事实：− d2

dx2
在

周期边界条件下的特征函数系构成 L2(𝕋)的一组正交基，其证明可以参见常微分方程教材 [10,第
7.4节]，否则我们不能直接下结论说分离变量所得的解就是该边值问题的所有解。

有界性假设. 我们注意到上述通解在原点 r = 0处可能有奇性，因为 ln r和 r−n 都会发散。如
果我们在 r = 0加上“边界条件”：u取值有限。那么通解中的 ln r和 r−n 部分都要删除，得到

u(r, �) = 1
2A0 +

∞∑

n=1
rn(An cosn� + Bn sinn�).

这里系数 An, Bn 由傅立叶系数确定：在圆盘边界 {r = a}上代入 u(a, �) = ℎ(�)并作傅立叶展开得

ℎ(�) = 1
2A0 +

∞∑

n=1
an(An cosn� + Bn sinn�).

比较系数就得到

An =
1
�an ∫

2�

0
ℎ(') cos(n') d', Bn =

1
�an ∫

2�

0
ℎ(') sin(n') d'.

3.3.2 泊松公式和非切向极限

上述解的公式可以进一步化简。事实上，我们把傅立叶系数的表达式代入通解得到

u(r, �) = 1
2� ∫

2�

0
ℎ(') d' +

∞∑

n=1

rn
�an ∫

2�

0
ℎ(') cos(n(� − ')) d'

= 1
2� ∫

2�

0
ℎ(') (1 + 2

∞∑

n=1

( r
a

)n
cos(n(� − '))) d'

= 1
2� ∫

2�

0
ℎ(')

⎛
⎜
⎝
1 +

∞∑

n=1
(
rei(�−')
a )

n

+ (
re−i(�−')

a )
n⎞
⎟
⎠
d',

这里我们在最后一步用到了 eix + e−ix = 2 cosx.
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由于圆盘内部有 r < a,我们知道上式出现的级数是绝对收敛的，继续计算得

1 +
∞∑

n=1
(
rei(�−')
a )

n

+ (
re−i(�−')

a )
n

= 1 + rei(�−')

a − rei(�−')
+ re−i(�−')

a − re−i(�−')
= a2 − r2

a2 − 2ar cos(� − ') + r2
,

从而解的表达式为如下积分式

u(r, �) = 1
2� ∫

2�

0
ℎ(') a2 − r2

a2 − 2ar cos(� − ') + r2
d', r < a (不是 r ≤ a !!!). (3.3.2)

该式被称作圆盘上的泊松公式。

非切向极限

函数 Pr(�) ∶=
a2 − r2

a2 − 2ar cos � + r2
(r < a)被称作圆盘 B(𝟎, a)的泊松核 (Poisson kernel). 泊松

公式(3.3.2)给出的解则可以视作泊松核与边值的卷积，进一步我们可以算得 1

2�
∫2�0 Pr(�)d� = 1,并

证明非切向极限 (non-tangential limit) (注意：泊松公式在边界并不成立！)

lim
𝒙→𝒙0, 𝒙∈B(0,a)

u(𝒙) = ℎ(𝒙0) ∀𝒙0 ∈ )B(0, a).

事实上，泊松核是一族逼近恒等 (approximation to identity)：当参数 r → 0时，有 (Pr(⋅) ∗ ℎ)(�)→
ℎ(�)这样的收敛关系（收敛方式取决于 ℎ本身是什么函数）；若将 ℎ ↦→ Pr ∗ ℎ视作一个算子，则
它在 r → 0的极限就是恒同算子。

证明非切向极限之前，我们先介绍圆盘上的泊松核的基本性质。

命题 3.3.1. 对 0 < r < a, � ∈ ℝ,令 Pr(�) ∶=
a2 − r2

a2 − 2ar cos � + r2
. 则有

(1) 对任意 r < a，有 Pr(�) > 0.
(2) 1

2�
∫2�0 Pr(�)d� = 1.

(3) Pr(�)是 {r < a}内的调和函数.
(4) 非切向极限 lim

𝒙→𝒙0, 𝒙∈B(𝟎,a)
u(𝒙) = ℎ(𝒙0) ∀𝒙0 ∈ )B(0, a).

(4)的证明. (1) 是可以直接看出来的，(2) 的验证则可以利用泊松核的级数表示，(3) 的证明可以
用卷积求导的性质完成，此处一并略去，留给读者自行完成。接下来证明 (4): 今固定一个 �0 ≠
2k�(k ∈ ℤ),并考虑一个非常接近圆盘半径 a的半径 r. 据 (2)我们可以计算差值如下

u(r, �0) − ℎ(�0) =
1
2� ∫

2�

0
Pr(�0 − ')(ℎ(') − ℎ(�0)) d'.
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现在我们需要一个简单的观察：当 r − a 充分小的时候, Pr(�)的图像是几乎“集中于”� = 0
附近。事实上，我们可以从泊松核的表达式看出当 � 不靠近 2�的整数倍时，有

|Pr(�)| =
a2 − r2

(a − r)2 + 2ar(1 − cos �)
=

≈0
⏞⏞⏞
a2 − r2

(a − r)2
⏟⎴⏟⎴⏟

≈0

+4ar sin2(�∕2)
≪ 1.

换言之，当 r− a充分小,给定任意 " > 0,我们都可以找到 � > 0使得 ∀� ∈ [�, 2�− �], |Pr(�)| < ".

接下来我们把差值 |u(r, �0) − ℎ(�0)|拆成两部分

|u(r, �0) − ℎ(�0)| ≤
1
2� ∫

�0+�

�0−�
Pr(�0 − ') ⋅ " d' + "

2� ∫
|'−�0|>�

|ℎ(') − ℎ(�0)| d',

其中第二个 " 是由 Pr(�)的小性给出,第一个 " 是由 ℎ的一致连续性给出. 因为 ℎ是有界的，所以
我们知道存在常数 C > 0，使得上述积分 C".

注记 3.3.2. 在边界 )Ω 给定函数 ℎ(�), 如上方程的解就是 ℎ 在区域 Ω 内的调和延拓 (harmonic
extension). 当 Ω是圆盘、圆盘外区域、半空间等特殊区域时，我们可以显式计算调和延拓的表达
式。对一般区域 Ω,显式求解调和延拓问题是不可能的。然而，我们仍然可以定义泊松核，并利用
格林函数方法对方程进行分析，我们在本讲义第五章对此作进一步讨论。

例 3.3.2 (圆盘外区域的调和延拓问题). 利用分离变量法，我们同样可以求解圆盘外区域的调和延
拓问题

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

∆u = 0 in {r > a}

u = ℎ(�) on {r = a}

u有界, as r → +∞.

(3.3.3)

解. 回忆我们之前用极坐标表示求得了通解具有如下形式

u(r, �) = C0 + D0 ln r +
∞∑

n=1
(Cnrn + Dnr−n)(An cos(n�) + Bn sin(n�)).

由于现在我们假设解在无穷远处仍然保持有界，所以应该去掉通解里面包含 rn 和 ln r的项，于是
通解变成

u(r, �) =
A0

2 +
∞∑

n=1
r−n(An cos(n�) + Bn sin(n�)).
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代入边界条件 u(a, �) = ℎ(�),我们得到

ℎ(�) =
A0

2 +
∞∑

n=1
a−n(An cos(n�) + Bn sin(n�)),

因此 An, Bn 可以由 ℎ的傅立叶系数确定

An =
an
� ∫

2�

0
ℎ(') cos(n') d', Bn =

an
� ∫

2�

0
ℎ(') sin(n') d'.

类似地，我们将圆盘内的泊松公式(3.3.2)里面的 r, a替换为 1∕r, 1∕a得到

u(r, �) = 1
2� ∫

2�

0
ℎ(') r2 − a2

a2 − 2ar cos(� − ') + r2
d' r > a.

3.3.3 径向调和函数的求解

本节我们求解欧氏空间中的径向调和函数 (即在极坐标下不依赖角变量 � ∈ 𝕊d−1). 当空间维
数为 2时，我们从之前的算过的 Laplace算子极坐标表示中去掉所有含有 )� 的项得到

urr +
1
r ur = 0 ⇒ )r(rur) = 0 ⇒ u = C1 ln r + C2.

对一般欧氏空间 ℝd(d ≥ 2), 我们也可以计算 ∆u = 0 的径向解。设径向函数 u(𝒙) = v(r). 由
r =

√
x21 +⋯ + x2d 可得

)r
)xi

= 1
2(x

2
1 +⋯ + x2d)

− 1
2 ⋅ (2xi) =

xi
r 𝒙 ≠ 0.

再由链式法则得到

)xiu = v′(r)
xi
r , )2xiu = v′′(r)

x2i
r2
+ v′(r) (

1
r −

x2i
r3 )

,

从而我们得到径向函数求 Laplace算子以后的表达式

∆u = v′′(r) + d − 1
r v′(r).
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于是求解调和方程 ∆u = 0就约化为求解常微分方程

v′′ + d − 1
r v′ = 0,

化简得 (ln |v′|)′ = 1−d

r
,进而存在 a ∈ ℝ使得 v′(r) = a

rd−1
. 所以对 r > 0我们解得

v(r) =
⎧

⎨
⎩

b ln r + c d = 2
b

rd−2
+ c d ≥ 3

.

定义 3.3.1 (Laplace方程的基本解 (fundamental solution)). 函数

Φ(𝒙) =
⎧

⎨
⎩

− 1

2�
ln |𝒙| d = 2
1

d(d−2)�(d)
⋅ 1

|𝒙|d−2
d ≥ 3

𝒙 ≠ 𝟎

被称作 Laplace方程的基本解. 这里 �(d) ∶= �d∕2

Γ(1+ d
2
)
是 ℝd 中单位球的体积. 函数 Φ将在求解一般

区域内的位势方程 −∆u = f 时起到至关重要的作用。

不难证明，对 𝒙 ≠ 𝟎,存在常数 C > 0使得

|∇Φ(𝒙)| ≤ C|𝒙|1−d, |∇2Φ(𝒙)| ≤ C|𝒙|−d.

习题 3.3

习题 3.3.1. 设 Ω ⊂ ℝ2 是单位圆盘。求解方程

∆u = 2 in Ω, u|)Ω = 2x1x2.

习题 3.3.2. 设 Ω ⊂ ℝ2 是圆环 {(x1, x2) ∶ 1 < x21 + x22 < 4}. 解方程

∆u = 2 in Ω, u|)Ω = 2|𝒙| − 1.

习题 3.3.3. 设 Ω ⊂ ℝ2 是单位圆盘。求解方程

∆u = x21 − x2 in Ω, u|)Ω = x1.

习题 3.3.4. 证明方程 ∆u = 0, 𝒙 ∈ ℝd 的解是旋转不变的，即对 d × d 正交方阵 𝐎, 令 v(𝒙) ∶=



114 第三章 一维边值问题的分离变量法

u(𝐎𝒙),则必有 ∆v = 0.

习题 3.3.5 (Kelvin变换). 对 𝒙 ∈ ℝd∖{𝟎} (d ≥ 2),我们定义它关于单位球面的反演点为 𝒙∗ ∶= 𝒙

|𝒙|2
.

再定义函数 u(𝒙)的 Kelvin变换为 (𝒦u)(𝒙) = u(𝒙∗)|𝒙∗|d−2 = u( 𝒙

|𝒙|2
)|𝒙|2−d. 按照如下步骤证明：如

果 u是单位球内的调和函数，则 𝒦u是单位球外部的调和函数。

(1) 对任意 1 ≤ i, j ≤ d,证明:
)x∗j
)xi

= �ij
|𝒙|2

− 2xixj
|𝒙|4

. 这里的 �ij = 1 if i = j, �ij = 0 if i ≠ j. 据此证明

∇𝒙∗(∇𝒙∗)⊤ = |𝒙|−4Id,其中 Id 是 d × d单位方阵。

(2) 用 (1)证明：∆(𝒙∗) = 2(2 − d) 𝒙

|𝒙|4
.

(3) 证明：∆(𝒦u(𝒙)) = ∆(u( 𝒙

|𝒙|2
)|𝒙|2−d) = 0.

3.4 分离变量法的数学原理：特征函数系的完备正交性

在用分离变量法求解波方程、热方程、Laplace方程时，我们往往能将问题约化为常微分方程
X′′(x) + �X(x) = 0的边值问题求解。这里的 �可被视作二阶微分算子 − d2

dx2
的特征值，特征值 �n

对应的特征函数 Xn(x)则可以视作一组“基底”，而最终解的表达式基本都是写成 Xn(x)的函数项
级数的形式。本节将对这一“观察”作出证明。我们将首先考虑一维闭区间的情况，该情况可以

对特征值问题显式求解；之后我们将该结论推广到 ℝd 中的有界区域，并将 − d2

dx2
换成 (−∆)算子。

需注意“区域”一词已经暗含了连通性，这在证明中是必要的，同时区域的有界性也是必要的。

3.4.1 一维特征值问题：Sturm-Liouville理论

对特征值问题 X′′(x) + �X(x) = 0, 0 < x < �,如果我们设定 Dirichlet边界条件或者Neumann
边界条件，那么特征值和特征函数都可以显式计算出来。但是如果边界条件为一般的 Robin边界
条件,即形如 aX′ + bX|)Ω = 0时,特征值与特征函数未必能显式求解，但仍然可以证明如下结论。

定理 3.4.1. 设 a1, a2, b1, b2 ≥ 0是常数，且 ai + bi > 0 (i = 1, 2). 则常微分方程

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

X′′(x) + �X(x) = 0 0 < x < �

−a1X′(0) + b1X(0) = 0

a2X′(�) + b2X(�) = 0

(3.4.1)

的解满足如下性质：

1. 所有特征值 �皆为非负实数。特别地，若 b1 + b2 > 0,则全体特征值皆为正数。

2. 不同特征值对应的特征函数是正交的，即对任意特征值 �k ≠ �l 及其特征函数 Xk(x), Xl(x),
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必有

∫
�

0
Xk(x)Xl(x) dx = 0.

3. 全体特征值构成一个单调递增到 +∞的序列

0 ≤ �1 < �2 <⋯ < �n <⋯ , lim
n→∞

�n = +∞.

4. {Xn(x)}n∈ℕ 构成 L2((0, �))的一组基,即任意给定 f ∈ L2((0, �)),存在唯一的序列 {Cn} ⊂ ℝ使

得 f(x) =
∞∑

n=1
CnXn(x),且 Cn 的值为

Cn =
(f,Xn)
(Xn, Xn)

.

证明. 我们只证明 (1)-(3). (4) 的证明依赖泛函分析中的结论，在此跳过。首先我们证明特征值
� ∈ ℝ,这只需在方程两边乘以复共轭 X̄ 并在 (0, �)上积分,得到

∫
�

0
X′′(x)X̄(x) dx + �∫

�

0
X(x)X̄(x) dx = 0.

分部积分可得

∫
�

0
X′′(x)X̄(x) dx = −∫

�

0
|X′(x)|2 dx + X′(x)X̄(x)

|||||||

�

0
.

在区间端点上，我们有 X′(0) = b1
a1
X(0)以及 X′(�) = − b2

a2
X(�). 注意，这里假设了 a1, a2 ≠ 0,否则

在端点上就变成 Dirichlet边界条件,而该情况之前已经证过了。于是积分产生的边界项就变成

−
b2
a2
|X(�)|2 −

b1
a1
|X(0)|2 ∈ ℝ.

把它代入上面的积分等式，得到

� = (∫
�

0
|X(x)|2 dx)

−1

(∫
�

0
|X′(x)|2 dx +

b2
a2
|X(�)|2 +

b1
a1
|X(0)|2) ∈ ℝ,

同时由于上式右边每一项都非负，所以可以看出 � ≥ 0，这就证明了全体特征值皆为非负整数。

接下来我们讨论 � = 0的情况,此时可以解得对应的X′′(x) = A+Bx.若 b1 = b2 = 0 (Neumann
边界条件),我们得到 X(x) = const是一个非零解，进而 � = 0确实是特征值。但是当 b1 + b2 > 0
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时 (不妨 b1 > 0, b2 = 0,则 a2 > 0),却有

0 = −a1B + b1A, 0 = a2B ⇒ A = B = 0 ⇒ � = 0不是特征值.

这样就证明了 (1).

接下来证明 (2) (正交性),在 Xk, Xl 的方程两边各自乘以 Xl, Xk 再积分（这里不需要再去复共

轭了，因为已经证明特征值都是实数），得到

�k ∫
�

0
Xk(x)Xl(x) dx = −∫

�

0
Xl(x)X′′

k (x) dx,

�l ∫
�

0
Xl(x)Xk(x) dx = −∫

�

0
Xk(x)X′′

l (x) dx.

第一式减去第二式，得到

(�k − �l)∫
�

0
Xk(x)Xl(x) dx = − ∫

�

0
Xl(x)X′′

k (x) − Xk(x)X′′
l (x) dx

= − ∫
�

0
(Xl(x)X′

k(x) − Xk(x)X′
l (x))

′ dx.

令 J(x) =
||||||||||

−X′
k(x) Xk(x)

−X′
l (x) Xl(x)

||||||||||
,然后利用方程 −X′′

j = �jXj 可得

(�k − �l)∫
�

0
Xk(x)Xl(x) dx = ∫

�

0
J′(x) dx = J(�) − J(0).

现在代入 x = 0处的边界条件:

−a1X′
k(0) + b1Xk(0) = 0, −a1X′

l (0) + b1Xl(0) = 0.

由于 a1 + b1 > 0,这两个方程构成的关于 (a1, b1)的齐次线性方程组必有非零解，这就表明系数矩
阵的行列式 J(0)必须为零. 类似地，我们还可以得到 J(�) = 0,因此我们有

(�k − �l)∫
�

0
Xk(x)Xl(x) dx = 0.

由于特征值 �k, �l 不相等，所以特征函数 Xk, Xl 的 L2-内积为零，即为所求。

(3) 的证明很直接但是也很无聊，就是直接硬算 ODE 的解。讲义中不再写出详细计算过程，
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谁爱算谁去算。首先我们知道 X 满足的常微分方程通解为

X(x) = C1 cos(�x) + C2 sin(�x), � ∶=
√
�.

代入边界条件有

b1C1 + (−a1�)C2 = 0, (b2 cos�� − a2� sin��)C1 + (a2� cos�� + b2 sin��)C2 = 0.

同样地，如上两个方程可以视作关于 (C1, C2)的齐次线性方程组，它有非零解，所以系数矩阵行列
式为零，从而我们得到

(a1a2�2 − b1b2) sin�� = (a1b2 + b1a2)� cos��.

1. a1 = a2 = 0, b1, b2 > 0 (Dirichlet): �n = n2, Xn(x) = sin(nx).

2. b1 = b2 = 0, a1, a2 > 0 (Neumann): �n = n2, Xn(x) = cos(nx).

3. a1 = b2 = 0 (混合型边界条件): �n = (n − 1

2
)2, Xn(x) = sin((n − 1

2
)x).

4. a2 = b1 = 0 (混合型边界条件): �n = (n − 1

2
)2, Xn(x) = cos((n − 1

2
)x).

5. 只有 a1 = 0: tan�� = −a2
b2
�. �n ∈ ((n − 1

2
)2, (n + 1

2
)2), Xn(x) = sin�nx.

6. 只有 a2 = 0: tan�� = −a1
b1
�. �n ∈ ((n − 1

2
)2, (n + 1

2
)2), Xn(x) = sin�nx +

a1
b1
�n cos�nx.

7. 只有 b1 = 0: cot�� = a2
b2
�. �n ∈ ((n − 1)2, n2), Xn(x) = cos�nx.

8. 只有 b2 = 0: cot�� = a1
b1
�. �n ∈ ((n − 1)2, n2), Xn(x) = sin�nx +

a1
b1
�n cos�nx.

9. 全体 ai, bi > 0: cot�� = a1a2
a1b2+a2b1

�− b1b2
(a1b2+a2b1)�

. 该式右边关于 �单调递增，且在 � = 0+附近

趋于 −∞, 在 � → +∞ 时趋近于 y = a1a2
a1b2+a2b1

�. 对任意 n, 特征值 �n ∈ (n − 1, n), 特征函数

Xn(x) = sin�nx +
a1
b1
�n cos�nx.

上面讨论的一维特征值问题是 Sturm-Liouville 问题的一种特殊情况，S-L 问题考虑的是如下
形式的二阶线性常微分方程

−(p(x)X′(x))′ + q(x)X(x) = �X(x) x ∈ [a, b],

其边界条件为

KX(a) + LX′(a) = 0, MX(b) +NX′(b) = 0,

其中 K2 + L2 > 0, M2 +N2 > 0,以及 p, q, r ∈ C[a, b], p(x), r(x) > 0,且 p(x)一阶连续可微。对此
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类常微分方程，我们总能够将其转化为形如

Y′′(x) + (� + q(x))Y(x) = 0, x ∈ [0, �]

的常微分方程，其边界条件为

Y(0) cos � − Y′(0) sin � = 0, Y(�) cos� − Y′(�) sin� = 0,

这就几乎与我们上面讨论的常微分方程相同。S-L 边值问题的性质也与定理3.4.1类似，除了其特
征值不一定为严格正（除非我们有类似于定理中 ai + bi > 0的假设）。

进一步地，特征值的非负性和特征函数的正交性，其本质来源于微分算子是L2上的自伴 (self-
adjoint)算子。

定义 3.4.1. 我们称微分算子ℒ (给定边界条件)是 L2(Ω)上的自伴算子，是指对任意两个函数 f, g ∈
L2(Ω) (满足给定的边界条件)都有 (ℒf, g)L2(Ω) = (f,ℒg)L2(Ω).

注记 3.4.1. 定义3.4.1里面提到的 L2(Ω)-内积是对复值函数定义的，即 (f, g)L2(Ω) ∶= ∫Ω f(x)g(x) dx.
这是因为我们现在还不知道自伴算子的特征值是否一定为实值。

命题 3.4.2. 给定区域 Ω ⊂ ℝd, 考虑微分算子 ℒ 的特征值问题 ℒX = �X (边界条件给定). 若在该
边界条件下 ℒ是 L2(Ω)上的自伴算子，则有

(1) ℒ的全体特征值皆为实值；

(2) 不同特征值对应的特征函数在 L2(Ω)内是正交的；

(3) 若 ℒ是非负定的，即对任意满足给定边界条件的函数 f ∈ L2(Ω),都有 (ℒf, f) ≥ 0成立，则
ℒ的全体特征值皆为非负实数。

证明. 这个定理的证明与之前研究 −X′′(x) = �X(x)类似 (ℒf, f) = (f,ℒf). 设 f是微分算子 ℒ关
于特征值 �的特征函数，则由自伴性得知

∫
Ω
�ff̄ dx = ∫

Ω
f�f dx ⇒ (� − �̄)∫

Ω
|f|2 dx = 0 ⇒ � ∈ ℝ.

这就证明了全体特征值皆为实数。正交性也可以直接证明。设 fi(i = 1, 2)分别是 f关于特征值 �i
的特征函数，据自伴性有

(ℒf1, f2) = (f1,ℒf2) ⇒ (�1f1, f2) = (f1, �2f2) ⇒ (�1 − �2)∫f1f̄2 dx = 0.

若 ℒ是非负定的，则由 (1)的证明得知 ∫Ω �ff̄ dx = � ∫Ω |f|
2 dx ≥ 0,进而 � ≥ 0.
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3.4.2 (−∆)的主特征值变分原理：分离变量法的根基

本节我们将定理3.4.1的结论推广到一般的有界区域 Ω ⊂ ℝd 上，对应地，微分算子 − d2

dx2
也要

换成 (−∆). 为了简便，本节只讨论带 Dirichlet零边值条件的情况，带Neumann边界条件和 Robin
边界条件的情况可由读者自行思考。本节要证明的核心结论被称作(−∆) 算子的主特征值变分原
理，它实际上是我们使用分离变量法求解偏微分方程边值问题的根基：将解按照 (−∆)算子的特征
函数系展开，后者构成 L2(Ω)的标准正交基，而它的一维区间 (0, �) 上的特殊情况就是傅立叶级
数展开。在后续的课程学习中，所谓 Galerkin逼近法正是分离变量法的进一步推广，它在偏微分
方程的理论求解和数值计算中都起到了重要作用。

今考虑如下特征值问题

−∆u = �u in Ω, u = 0 on )Ω. (3.4.2)

显见，具有 Dirichlet边界条件时，−∆是 L2 上的自伴算子

(−∆u, v) = −∫
Ω
∆uv̄ dx

I.B.P.
=== ∫

Ω
∇u ⋅∇v̄ dx = −∫

Ω
u ⋅ ∆v̄ dx = (u,−∆v).

特别地，令 v = u并假设 u为 (−∆)关于 �的特征函数，则 (−∆)的全体特征值皆为非负实数。

�∫
Ω
u2 dx = ∫

Ω
|∇u|2 dx ≥ 0.

事实上，我们还能证明全体特征值皆为严格正数。若不然，假设 � = 0也是特征值，则存在对应
的不恒为零的特征函数 u. 但如上计算表明 ∇u = 𝟎 ⇒ u =常数。但 u的边值是零，所以这个常数
只能是零，矛盾。

接下来我们叙述定理3.4.1(3)-(4)的推广结论，其证明依赖线性泛函分析的理论，此处略去。

定理 3.4.3. 设 Ω ⊂ ℝd 是有界区域，且边界光滑，则

(1) −∆ (带 Dirichlet零边值条件)的特征值皆为正实数，且构成一个单调递增到 +∞的序列（这
蕴含了特征值有可数多个）

0 < �1 ≤ �2 ≤ �3 ≤⋯ , lim
n→∞

�n = +∞.

(2) L2(Ω)存在一组标准正交基 {wk},其中 wk ∈ C∞(Ω) (k ∈ ℕ∗)是 �k 对应的特征函数，满足方
程

−∆wk = �kwk in Ω, wk = 0 on )Ω.
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注记 3.4.2. 本定理的结论中，除去 �1 > 0之外，剩下部分对形如下式的线性对称椭圆偏微分算子
都成立

Lu ∶= −
d∑

i,j=1
)xj(a

ij(𝒙))xiu) + c(𝒙)u,

其中 aij, c ∈ C∞(Ω), {aij}是实对称正定方阵。若 c(𝒙) ≥ 0在 Ω恒成立,则我们仍可以断言主特征
值 �1 > 0.

注记 3.4.3 (Neumann边界条件的情况). 若特征值问题的边界条件改为Neumann边界条件 )u

)N
|)Ω =

0,则 �0 = 0也为 (−∆)的特征值，对应特征函数为任何的非零常数，定理3.4.3中的其它结论仍然
成立 ((2)中的 k ∈ ℕ∗ 要改成 k ∈ ℕ).

注记 3.4.4 (Weyl律). 椭圆偏微分算子的特征值分布问题在物理中也非常重要，这是因为 Laplace
方程本身可以视作很多二阶演化方程的“稳态”(steady state)情况，例如薛定谔方程、波动方程等
等。关于特征值渐近分布的一个标志性的结果由 H. Weyl给出，对如上特征值问题，可以证明

lim
n→∞

�
d
2
n

n =
(2�)d

Vol(Ω)�(d)
, �(d) ∶= ℝd中单位球的体积.

读者可以参考于品教授的数学分析讲义 [19]的第 79节推论 530和第 82节的定理 541.

下面我们进一步研究 (−∆)算子的主特征值 (principal eigenvalue)，即最小特征值 �1. 我们将证
明 �1 必定是单重特征值，其特征函数在 Ω内部不变号。

定理 3.4.4 ((−∆)主特征值的变分原理 (Variational Principle)). 设 �1 > 0是 (−∆)算子 (带 Dirichlet
零边值条件)的主特征值，则有如下结论成立。

(1) (Rayleigh 公式) 设 𝒜 ∶= {w ∈ C2(Ω)|w = 0 on )Ω}为容许集 (admissible set), 则有主特征值
的变分刻画

�1 = min
w∈𝒜

∫Ω |∇w(𝒙)|
2 d𝒙

∫Ωw(𝒙)2 d𝒙
.

等价地，也有

�1 = min
w∈𝒜′

∫
Ω
|∇w(𝒙)|2 d𝒙, 𝒜′ ∶= {w ∈ C2(Ω)

|||||||
∫
Ω
w(𝒙)2 d𝒙 = 1且w = 0 on )Ω} .

(2) (极小化子 =特征函数) (1)中的最小值会在 w取成 �1 的特征函数 w1 时达到，且 w1 在 Ω内
不变号。这里的特征函数 w1 是指如下方程的非零解

−∆w1 = �1w1 in Ω, w1 = 0 on )Ω.
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(3) (主特征值必是单重特征值)若 u ∈ 𝒜是如下方程的解

−∆u = �1u in Ω, u = 0 on )Ω.

则 u必定是 w1 的常数倍，即存在常数 C 使得在 Ω内恒有 u = Cw1.

注记 3.4.5 (特征函数的光滑性). 一般来说，定理所述的容许集中的函数应当从 Sobolev空间H1
0(Ω)

中选取。但若 Ω的边界光滑，那么椭圆正则性定理 (Evans [3,定理 6.3.6])表明 wk ∈ C∞(Ω)，所
以这里我们取成 C2 函数是合理的。

注记 3.4.6. (3)表明特征值满足 0 < �1 < �2 ≤ �3 ≤⋯. 这与一维区间 Ω = (0, �)的情况是契合的。

注记 3.4.7 (Neumann边界条件的情况). 若特征值问题的边界条件改为Neumann边界条件 )u

)N
|)Ω =

0, 并记 �1 为最小的正特征值，则 (1) 中的容许集 𝒜 应改为 {w ∈ C2(Ω) ∶ ∫Ωw d𝒙 = 0, w ≢
0, )w

)N
|)Ω = 0}. (2) 的结论仍然成立. 对 (3), 最小正特征值 �1 的特征函数不再在 Ω内保持不变号，

一个很简单的反例就是 Ω = (0, �)时，最小正特征值 �1 = 1对应的特征函数为 X1(x) = cosx.

证明. 设 u是泛函 I[w] =
‖∇w‖2L2(Ω)
‖w‖2L2(Ω)

在 𝒜上的极小化子（这里默认了存在性），并设

m = I[u] = min
w∈𝒜

‖∇w‖2L2(Ω)
‖w‖2L2(Ω)

.

第一步：证明 I[w]的最小值是 (−∆)的主特征值. 任取 v ∈ 𝒜,由于 u 是极小化子，所以我们可
以说 f(") ∶= I[u + "v]作为 "的函数在 " = 0达到极小值，这样的话就有 f′(0) = 0.

另一方面，我们可以用导数的定义去写出 f′(0) = 0的表达式。事实上，我们有

f(") =
∫Ω |∇u|

2 + 2"(∇u) ⋅ (∇v) + "2|∇v|2 d𝒙
∫Ω u2 + 2"uv + "2v2 d𝒙

,

进而对 "求导之后，再令 " = 0可得

f′(") =
(∫Ω 2(∇u) ⋅ (∇v) + 2"|∇v|2 d𝒙)

(∫Ω u2 + 2"uv + "2v2 d𝒙)

−
(∫Ω |∇u|

2 + 2"(∇u) ⋅ (∇v) + "2|∇v|2 d𝒙)(∫Ω 2uv + 2"v2 d𝒙)
(∫Ω u2 + 2"uv + "2v2)2 d𝒙

f′(0) =
(∫Ω u

2 d𝒙)(2 ∫Ω∇u ⋅∇v d𝒙) − (∫Ω |∇u|
2 d𝒙)(2 ∫Ω uv d𝒙)

(∫Ω u2 d𝒙)2
= 0.
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f′(0)表达式的分子必定是 0，因此我们得到

∫
Ω
∇u ⋅∇v d𝒙 =

∫Ω |∇u|
2 d𝒙

∫Ω u2 d𝒙
∫
Ω
uv d𝒙 = m∫

Ω
uv d𝒙.

如上积分式左边分部积分一次，得到

∫
Ω
(∆u +mu)v d𝒙 = 0 ∀v ∈ 𝒜,

这表明 −∆u = mu在 Ω内恒成立，从而m是 −∆(带零边值条件)的特征值，u是对应的特征函数。
接下来证明 m = �1. 我们记特征值 �j 对应的特征函数为 wj. 在方程 −∆wj = �jwj 两边乘以

wj 并积分，分部积分可得

�j ∫
Ω
|wj|2 d𝒙 = −∫

Ω
(∆wj)wj d𝒙 = ∫

Ω
|∇wj|2 d𝒙 ⇒ �j =

‖∇wj‖2L2
‖wj‖2L2

≥
‖∇u‖2L2
‖u‖2L2

= m.

所以 m的取值不可能超过 (−∆)的任何一个特征值，而 m本身自己又是 (−∆)的特征值，所以就
只能是最小特征值 �1. 同时，这意味着泛函 I[w]的极小化子 u 是 �1 对应的特征值问题的解，这
就证明了 (1)和 (2)的前半部分。
第二步：证明主特征值的特征函数不变号. 现在我们把上述极小化子 u记作 w1。我们将证明

“区域 Ω内，要么恒有 w1 > 0,要么恒有 w1 < 0.”

首先我们断言

断言. 设 w+
1 , w

−
1 分别表示 w1 的正部、负部

2，则 w±
1 也是 �1 对应的特征值问题的解。

在证明断言之前，我们先看看如果它成立，接下来会发生什么。事实上，结合该断言和强极

值原理 (推论4.2.4)就能直接证明我们想要的结论。在此我们列出强极值原理的结论，其证明将在
本讲义的第4.2.2节完成。

定理 (强极值原理). 设 Ω ⊂ ℝd 是有界区域 (有界性和连通性都是需要的), u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

(1) 如果 −∆u ≤ 0在 Ω内恒成立,且存在点 𝒙0 ∈ Ω满足 u(𝒙0) = max
Ω

u,则 u 在 Ω必为常值函

数.
(2) 如果 −∆u ≥ 0在 Ω内恒成立, 且存在点 𝒙0 ∈ Ω满足 u(𝒙0) = min

Ω
u, 则 u 在 Ω必为常值函

数.

“断言 + 强极值原理 ⇒ w1 不变号”的证明. 我们先看 w+
1 . 现在断言表明在 Ω 内有 −∆w+

1 =
�1w+

1 ≥ 0. 如果 w+
1 在 Ω内恒大于零，那么说明 w1在 Ω内恒正，结论已经得证。否则就必定存在

2对实值函数 f,定义其正部为 f+ ∶= max{f, 0},负部为 f− ∶= max{0,−f}.显见 f± ≥ 0, f = f+−f−, |f| = f++f−.
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𝒙0 ∈ Ω使得 w+
1 (𝒙0) = 0,这就说明 w+

1 的最小值在 Ω内部达到，而 −∆w+
1 ≥ 0,所以据强极值原理

(2)有 w+
1 恒为零，也就是说我们已经证明了：只要 w+

1 (或者 w1自身)在 Ω内不是恒为正的，那么
必有 w1 ≤ 0在 Ω内恒成立。

这个时候我们再考察负部 w−
1 . 同样地，如果 w−

1 在 Ω内恒大于零，那么说明 w1 在 Ω内恒为
负，结论得证。否则必定存在 𝒙1 ∈ Ω使得 w−

1 (𝒙1) = 0,这就表明 w−
1 的最小值在 Ω内部达到，而

−∆w−
1 ≥ 0,所以据强极值原理 (2)有 w−

1 恒为零。而特征函数是不能恒为零的，所以只有“w1 在

Ω内恒正”和“w1 在 Ω内恒为负”两种情况发生，结论得证。

断言的证明. 为证明断言，我们不妨假设 ‖w1‖L2 = 1并且定义

A ∶= ∫
Ω
(w+

1 )
2 d𝒙, B = ∫

Ω
(w−

1 )
2 d𝒙 ⇒ A + B = 1, A, B ≥ 0.

根据函数正、负部的定义和 �1, A, B的定义，我们有

�1 =∫
Ω
|∇w1|2 d𝒙 = ∫

Ω
|∇w+

1 − ∇w−
1 |

2 d𝒙

=∫
Ω
|∇w+

1 |
2 d𝒙 + ∫

Ω
|∇w−

1 |
2 d𝒙 − 2∫

Ω
∇w+

1 ⋅∇w
−
1 d𝒙

⏟⎴⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⎴⏟
=0

≥ �1 ∫
Ω
|w+

1 |
2 d𝒙 + �1 ∫

Ω
|w−

1 |
2 d𝒙 = �1(A + B) = �1.

其中在最后一个不等式我们用到了 �1的最小性。这样的话上面的不等式被迫等式成立，因此得到

�1 =
‖∇w±

1 ‖
2
L2

‖w±
1 ‖

2
L2

⇒ w±
1也是�1对应的特征值问题的解。

第三步：证明主特征值是单重特征值. 假设 u1, u2 是 �1 对应的特征值问题的两个解

⎧

⎨
⎩

−∆u = �1u in Ω

u = 0 on )Ω,

由 (2) 知道 ∫Ω u1 d𝒙 ≠ 0. 所以存在 C ∈ ℝ 满足 ∫Ω u1 − Cu2 d𝒙 = 0. 而特征值问题是线性问
题，所以 u1 − Cu2 也是同一个特征值问题的解。现在 (2) 表明：如果 u1 − Cu2 在 Ω内不恒为零
（即如果 u1 − Cu2 是 �1 对应的一个特征函数）, 那么它必定在 Ω 内恒正或者恒负，这与积分式
∫Ω u1 − Cu2 d𝒙 = 0矛盾。所以 u1 − Cu2 = 0在 Ω内恒成立，也就是说 �1 对应的特征子空间是一
维的，因此是单重特征值。
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注记 3.4.8. (1)的证明方法被称作变分法 (calculus of variation).这个方法提供了一个新的观点：偏
微分方程的解可以等价视作某个能量泛函在某些约束条件下的极小化子。特别地，J[w] ∶= ‖∇w‖2L2
一般被称作位势能量，它可以表示由点电荷产生的静电场的静电势能。本节习题3.4.6就是一个简
例。数学上，变分法在导出非线性偏微分方程及其单调量、守恒律的过程中起到了重要作用。

注记 3.4.9. Ω的有界性是必要的，其保证了特征值是至多可数的，这是线性泛函分析中紧自伴算
子的谱定理的结论。若 Ω无界，则 −∆的谱未必是离散的，我们也无法将特征值写成一个序列。

习题 3.4

习题 3.4.1. 设 p(x), q(x)是 [0, 1]上给定的实值函数，且取值均为正。考虑特征值问题

−(p(x)X′(x))′ + q(x)X(x) = �X(x), X(0) = X′(1) = 0.

证明：不同特征值对应的特征函数在 L2(0, 1)中是正交的，且全体特征值皆为正实数。(提示：证
明算子 ℒX ∶= −(pX′)′ + qX 在给定边界条件下是 L2(0, 1)上的自伴算子。)

习题 3.4.2. 在定理3.4.4的假设下，证明：对任意 j ≥ 2, �j 对应的特征函数 wj 必在 Ω内变号。

习题 3.4.3. 如果将特征值问题(3.4.2)里面的边界条件换成 Robin边界条件: )u
)N

+ a(𝒙)u = 0 on )Ω.
证明主特征值有表达式

�1 = min
w∈𝒜

∫Ω |∇w(𝒙)|
2 d𝒙 + ∫)Ω a(𝒙)w(𝒙)

2 dS𝒙
∫Ωw(𝒙)2 d𝒙

.

其中 𝒜 = {w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) ∶ w ≢ 0}. 这里我们默认极小化子的存在性是成立的。

习题 3.4.4. 设 Ω ⊂ ℝd 是边界光滑的有界区域，u(t,𝒙) ∈ C2
1((0,∞) ×Ω) ∩C([0,∞) ×Ω)是如下热

传导方程的解。

ut − ∆u = 0 t > 0, 𝒙 ∈ Ω; u(0,𝒙) = u0(𝒙) ∈ C(Ω) 𝒙 ∈ Ω; u|)Ω = 0, t ≥ 0.

(1) 证明：∫Ω(u(t,𝒙))
2 d𝒙 ≤ e−2�1t ∫Ω(u0(𝒙))

2 d𝒙.其中 �1 > 0是 Ω上的 (−∆)算子 (带 Dirichlet边
界条件)的主特征值。（提示：使用 �1 的变分刻画。）

(2) 怎样的非零初值 u0 能使得 (1)中的等号成立？

习题 3.4.5. 设 Ω ⊂ ℝd 是边界光滑的有界区域，u(t,𝒙) ∈ C2
1((0,∞) ×Ω) ∩C([0,∞) ×Ω)是如下热

传导方程的解。

ut − ∆u = 0 t > 0, 𝒙 ∈ Ω; u(0,𝒙) = u0(𝒙) ∈ C1(Ω) 𝒙 ∈ Ω; )u
)N

|||||||)Ω
= 0, t ≥ 0.
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(1) 证明：对任意 t ≥ 0, ∫Ω u(t,𝒙) d𝒙 = ∫Ω u0(𝒙) d𝒙.

(2) 证明：对任意 t ≥ 0, ∫Ω |u(t,𝒙)| d𝒙 ≤ ∫Ω |u0(𝒙)| d𝒙.

提示：本题跟特征值理论没什么关系；对 (2),注意到 lim
"→0

√
r2 + "2 − " = |r|.

习题 3.4.6 (Dirichlet原理). 设 Ω ⊂ ℝd 是边界 C1 的有界开集，给定函数 f ∈ C(Ω), g ∈ C()Ω),定
义能量泛函

I[w] ∶= ∫
Ω

1
2 |∇w|

2 − wf d𝒙, w ∈ 𝒜 ∶= {w ∈ C2(Ω) ∶ w = g on )Ω}.

证明：u是 I[⋅]在 𝒜上的极小化子 (即 I[u] = inf
w∈𝒜

I[w], u ∈ 𝒜)当且仅当 u是位势方程的解

−∆u = f in Ω u = g on )Ω.

提示：本题跟特征值理论没什么关系；令 j(") = I[u+"v],其中 v ∈ C∞
c (Ω),然后计算 j′(0) = 0.

问题 3.4

问题 3.4.1. 在定理3.4.4的假设下，令 Σk 是 �k 的全体特征函数张成的实线性空间。定理3.4.4的结
论已经表明：对任意 k ≠ l,有 Σk ∩ Σl = {0}.

(1) 证明：

�n = min {
∫Ω |∇w(𝒙)|

2 d𝒙
∫Ωw(𝒙)2 d𝒙

|||||||
w ≢ 0, w|)Ω = 0, w ∈ C2(Ω), ∫

Ω
wv d𝒙 = 0 ∀v ∈ Σ1 ⊕⋯⊕ Σn−1.} .

这里仍然默认极小化子的存在性。

(2) 利用 lim
n→∞

�n = +∞ 并模仿傅立叶级数理论中的 Bessel 不等式的证明，去证明：对任意 f ∈

H1
0(Ω),即满足 f,∇f ∈ L2(Ω), f|)Ω = 0的全体函数 f,必有

lim
n→∞

‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖
f −

n∑

j=1
cjwj

‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖L2(Ω)
= 0,

其中 wj 是 �j 对应的特征函数, cj ∶=
∫Ω fwj d𝒙

‖wj‖2L2(Ω)
是 f 关于正交基 {wj}的傅立叶系数。

问题 3.4.2. 本题考察 (−∆)特征值大小与区域 Ω体积大小的定量变化关系。考虑一族边界光滑的
区域 Ω(�) ⊂ ℝd, 它的变化光滑地依赖参数 � ∈ ℝ. 当参数 � 变化时, 边界 )Ω(�) 的移动速度为 𝐯.
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对任意 �,我们考虑特征值 � = �(�)及其对应的特征函数 w = w(𝒙; �),即考虑如下特征值问题

−∆w = �w in Ω(�), w|)Ω(�) = 0.

其中假设 ‖w‖L2(Ω(�)) = 1，�, !是 �,𝒙的光滑函数。证明：

d�
d�

= −∫
)Ω(�)

|||||||
)w
)N

(𝒙; �)
|||||||

2

(𝐯 ⋅N) dS𝒙

其中 𝐯 ⋅N 是边界 )Ω(�)的法向速度。
提示：特征值问题表明 �(�) = ∫Ω(�) |∇w(𝒙)|

2 d𝒙.然后利用公式(B.2.3)求导去证明 ∫Ω(�) )�|∇w(𝒙; �)|
2 =

0. 这一步中你需要证明 ‖w‖L2(Ω(�)) ≡ 1 来得到 d

d�
‖w‖2L2(Ω(�)) = 0. 该题结论表明 Ω 增大的过程中，

(−∆)的特征值会变小。
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我们在上一章已经学了如何求解一维区间或者一些特殊区域内的几类线性偏微分方程的边值

问题。然而，对一般的有界区域 Ω ⊂ ℝd,我们难以写出特征函数系的显式表达式，而特征函数系
的正交性仅能给出 L2 型的估计（事实上这与能量法是等价的），已有的工具无法让我们对解作出
合适的逐点估计，例如上界估计、增长速率估计、震荡幅度估计等等。本章将介绍热传导方程和

Laplace 方程的极大值原理来解决这一问题。需注意的是，对波动方程（或是双曲型偏微分方程）
是无法建立类似于本章讨论的极大值原理的结论的。事实上我们会看到极大值原理某种程度上表

现出“无限传播速度”这一性质（热传导方程），这与波动方程“有限传播速度”这一性质矛盾。

4.1 热方程的极大值原理

考虑区域 Ω ⊂ ℝd 内的热传导方程 ut − k∆u = f (k > 0). 如果 Ω = ℝd,我们已经用傅立叶变
换求得显式解。但是对一般的带边区域，解的显式表达式无法写出。对于热传导方程，我们可以证

明“极大值原理”这一性质给出解的逐点上界估计。本节我们只介绍热传导方程的弱极大值原理

而不介绍强极大值原理，后者的证明要么依赖于热传导方程的平均值公式，要么依赖于 Harnack
不等式等涉及对数梯度估计方法的计算。本讲义中，我们只对调和函数证明强极值原理和Harnack
不等式，热传导方程的版本是类似的，具体可参见 Evans [3]的第 2.3节和第 7.1节。

记号 4.1.1. 给定有界区域 Ω ⊂ ℝd,我们定义

• ΩT ∶= (0, T] × Ω ⊂ ℝ1+d,称作抛物圆柱 (parabolic cylinder).

• ΓT ∶= ΩT∖ΩT = ({t = 0} × Ω) ∪ ([0, T] × )Ω),称作抛物边界 (parabolic boundary). 如下图所
示，抛物边界可以视作抛物圆柱的“底部”（对应初始时刻 t = 0）和“侧壁”（对应 𝒙 ∈ )Ω
时的边值）的并集。

• u(t,𝒙) ∈ C2
1(ΩT),是指 u作为 t,𝒙的函数关于 𝒙变量是 C2 的，关于 t 变量是 C1 的。

4.1.1 热方程的弱极大值原理

对于热算子 ℒ ∶= )t − k∆ (k > 0),我们有如下定理

127
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x

t

𝓁O

T

x = 0

t = 0

x = 𝓁ΩT

图 4.1: 一维区间 Ω = (0,𝓁)的情况，加粗部分即为抛物边界 ΓT.

图 4.2: 一般区域 Ω对应的抛物边界

定理 4.1.1 (热方程的弱极大值原理). 设 u ∈ C2
1(ΩT) ∩ C(ΩT)在 ΩT 内满足 )tu − k∆u ≤ 0. 则 u的

最大值必定在抛物边界 ΓT 上达到，即

max
ΩT

u = max
ΓT

u.

如果条件中的 “≤ 0’’改成 “= 0”,则上述结论对 |u|也成立；如果条件中的 “≤ 0’’改成 “≥ 0”,则上
述结论中的“最大值”改成“最小值”也成立。

这个结论实际上是不难预测到的。若不然，也就是如果假设 u(t,𝒙)在抛物圆柱内部的点 (t0,𝒙0) ∈
ΩT 达到最大值，那么就有 𝒙0 ∈ Ω(而不在边界 )Ω上), 0 < t0 ≤ T. 由于 u(t0,𝒙0)是 u的最大值,所
以有

∇𝒙u(t0,𝒙0) = 𝟎, Hessian方阵∇2
𝒙u(t0,𝒙0)半负定 ⇒ Tr ∇2

𝒙(t0,𝒙0) ≤ 0 ⇒ ∆u(t0,𝒙0) ≤ 0.
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对时间变量 t 则有两种情况:

• 若 0 < t0 < T,则 )tu(t0,𝒙0) = 0;
• 若 t0 = T,则 )tu(T,𝒙0) ≥ 0.

无论如上哪种情况发生，我们都会得到 ()tu − k∆u)|(t0,𝒙0) ≥ 0. 这几乎就已经得到的矛盾：我们就
只差把 ≥ 改进为严格不等号 >. 为了完成这最后的“临门一脚”，我们可以考虑引进一个小扰动，
再利用解的连续性过渡到我们想要的结论。

证明. 我们引进辅助函数 v(t,𝒙) = u(t,𝒙) − "t,其中 0 < " ≪ 1是一个小常数，则 v 满足

)tv − k∆v = )tu − k∆u − " ≤ −" < 0.

这样的话根据上面的讨论，v 的最大值必定在 ΓT 上达到

max
ΩT

v(t,𝒙) = max
ΓT

v(t,𝒙).

另一方面，据 u = v + "t 可得

max
ΩT

u(t,𝒙) ≤ max
ΩT

v(t,𝒙) + "T = max
ΓT

v(t,𝒙) + "T ≤ max
ΓT

u(t,𝒙) + "T,

这里我们在最后一步用了 v ≤ u. 由于 " > 0 是任意的, 令 " → 0+, 就可得到 max
ΩT

u(t,𝒙) =

max
ΓT

u(t,𝒙).

特别地，若 )tu−k∆u = 0,则−u也满足同样的结论，进而得到max
ΩT

|u(t,𝒙)| = max
ΓT

|u(t,𝒙)|.

注记 4.1.1 (热方程极大值原理的物理解释). 想象现在有一根不接触外部热源的杆 (f = 0),杆上温
度最高的点和温度最低的点都只能出现在初始时刻或者是杆的两端。因此如果在初始时刻杆的中

间有一点温度最高，那么开始演化之后，除非在端点处向杆上提供外部热源，否则 t = 0时温度最
高的点将迅速冷却。这个现象可以理解为是“无限传播速度”的另一种形式，与本章开头所述契

合。同时该性质与波动方程的有限传播速度相悖，因此也与我们在第3.1.2节末尾讨论共振现象时
举的例子形成对比。

如果我们将热算子改写为 ℒu ∶= )tu − k∆u + cu,其中 c(t,𝒙) ≥ 0是给定的函数，那么也可以
建立一个类似的结论。

推论 4.1.2 (热传导方程在 c ≥ 0 时的弱极值原理). 设 u ∈ C2
1(ΩT) ∩ C(ΩT) 在 ΩT 中满足 )tu −

k∆u + cu = f,其中 c ≥ 0是给定的非负函数。则

1. 若在 ΩT 内有 f ≤ 0，则 max
ΩT

u ≤ max
ΓT

u+; (u的正最大值必定在抛物边界达到)
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2. 若在 ΩT 内有 f ≥ 0，则 min
ΩT

u ≥ −max
ΓT

u−; (u的负最小值必定在抛物边界达到)

3. 若在 ΩT 内有 f ≡ 0，则 max
ΩT

|u| = max
ΓT

|u|,

其中 u+ ∶= max{u, 0}和 u− ∶= max{−u, 0}分别为 u的正部和负部。

证明. 只用证明 (1), (2)-(3)可以直接从 (1)得出，而 (1)的证明与 c = 0的情况是类似的。
我们再次采用扰动法，对充分小的常数 " > 0,我们定义 v(t,𝒙) = u(t,𝒙) − "t,并假设 v在抛物

圆柱的某个内点 (t0,𝒙0) ∈ ΩT 取到正最大值。这里需注明：如果 max v ≤ 0,则 (1)的结论对 v 是
自动成立的。这样的话我们根据前面的讨论得到 )tv(t0,𝒙0) ≥ 0以及 ∆v(t0,𝒙0) ≤ 0.
接下来直接计算得到 )tv − k∆v = )tu − " − k∆u = f − " − cu = f − "(1 + t) − cv < 0, 利用

c = 0情况的弱极大值原理得知

max
ΩT

u ≤ max
ΩT

v + "T = max
ΓT

v + "T ≤ max
ΓT

v+ + "T ≤ max
ΓT

u+ + "T.

最后令 " → 0+ 即为所求。

在弱极大值原理的证明中，区域 Ω的连通性并没有用到，所以弱极值原理对一般的有界开集
Ω都是正确的。若假设 Ω具有连通性，则我们可以加强结论为

“u的极值在内点 (t0,𝒙0) ∈ ΩT 达到 ⇒ u(t,𝒙)在 t0 时刻之前的抛物圆柱Ωt0内是常值。

”

图 4.3: 抛物强极值原理示意图

如上结论被称作“强极值原理”。本课程涉及到的问题中，弱极大值原理已经足够使用。接下来我

们只列出强极大值原理的结论，证明略去。
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定理 4.1.3 (热传导方程在 c ≥ 0时的强极值原理). 设 Ω ⊂ ℝd 是有界区域，且 u ∈ C2
1(ΩT) ∩C(ΩT)

在 ΩT 内满足 )tu − k∆u + cu = f,其中 c ≥ 0是给定的函数。

1. 若在 ΩT 内有 f ≤ 0,且 u在抛物圆柱的内点 (t0,𝒙0) ∈ ΩT 达到非负最大值，则 u在 Ωt0 内是

常值。

2. 若在 ΩT 内有 f ≥ 0,且 u在抛物圆柱的内点 (t0,𝒙0) ∈ ΩT 达到非正最小值，则 u在 Ωt0 内是

常值。

弱极大值原理有一个简单但是十分重要的推论，被称作比较原理 (comparison principle).

定理 4.1.4 (热传导方程的比较原理). 设 c(t,𝒙) ≥ 0 是给定的函数，定义微分算子 ℒ 为 ℒu =
)tu − k∆u + cu. 若 u, v ∈ C2

1(ΩT) ∩ (ΩT)满足

ℒu ≤ ℒv in ΩT, 以及u ≤ v on ΓT,

则在整个抛物圆柱的闭包 ΩT 中都有 u ≤ v.

比较原理的证明非常简单，即直接对 u − v 使用弱极大值原理即可，因此我们略去过程。据
此结论，我们可以证明有界区域内热传导方程初边值问题解的唯一性和对初、边值的连续依赖性。

考虑方程

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

)tu − k∆u = f(t,𝒙) in [0, T] × Ω

u(0,𝒙) = u0(𝒙) on {t = 0} × Ω

u = gu on [0, T] × )Ω.

(4.1.1)

若 u, v ∈ C2
1(ΩT) ∩ C(ΩT)分别是方程(4.1.1)在初值为 u0(𝒙), v0(𝒙),边值为 gu, gv 情况下的解,则对

u − v 使用弱极大值原理可得

max
ΩT

|u(t,𝒙) − v(t,𝒙)| ≤ max {max
Ω

|u0(𝒙) − v0(𝒙)|, max
[0,T]×)Ω

|gu(t,𝒙) − gv(t,𝒙)|} .

4.1.2 热方程初边值问题的点态估计

接下来我们利用热方程的弱极大值原理证明解的一些逐点估计。

初边值问题解的逐点估计

命题 4.1.5. 设 Ω ⊆ ℝd 是有界区域, u ∈ C2
1(ΩT) ∩ C(ΩT)是方程(4.1.1)的解,则

max
ΩT

|u(t,𝒙)| ≤ AT + B,
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其中 A ∶= max
ΩT

|f(t,𝒙)|, B ∶= max {max
Ω

|u0(𝒙)|, max
[0,T]×)Ω

|gu|}.

证明. 我们考虑辅助函数 w(t,𝒙) = u(t,𝒙) −At−B. 很明显，辅助函数取成这个样子就是为了“凑
出”弱极大值原理的条件。直接计算表明 w 满足

wt − k∆w = ut − k∆u − A = f(t,𝒙) − A ≤ 0 in ΩT,

以及

w(0,𝒙) = u(0,𝒙) − B ≤ 0, w|)Ω = g − B ≤ 0 ⇒ w|ΓT ≤ 0.

对 w 和 0使用比较原理可得 w ≤ 0在 ΩT 恒成立,即 u ≤ AT + B在 ΩT 恒成立。

类似地，我们把 u换成 −u,可以证得对 −u有一模一样的估计，即 −u ≤ AT + B在 ΩT 恒成

立，这就表明 |u| ≤ AT + B在 ΩT 恒成立。

该命题表明，即便我们不知道有界区域内的热方程初边值问题解的显式表达式，我们仍然可

以估计解的逐点上界和增长速率。这一点与波动方程完全不同，后者除去解的显式表达式以外，能

给出的所有信息都是 L2 型的能量估计而非点态估计。

接下来我们证明有界区域内热传导方程的解有时候可以具有指数衰减速率。

命题 4.1.6. 设 u ∈ C2
1(ΩT) ∩ C(ΩT)是有界区域 Ω ⊂ ℝd 内如下方程的解

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

)tu − ∆u + cu = 0 (t,𝒙) ∈ ℝ+ × Ω

u(0,𝒙) = g(𝒙) ∈ C(Ω), t = 0, 𝒙 ∈ Ω

u = 0 t ≥ 0, 𝒙 ∈ )Ω,

(4.1.2)

其中 c(t,𝒙)是连续函数。

(1) 若存在常数 c0 使得 c ≥ c0 > 0 恒成立，则存在常数 A > 0 使得 |u(t,𝒙)| ≤ Ae−c0t 对任意
(t,𝒙) ∈ ΩT 成立。

(2) 若 g ≥ 0且 c有界（未必非负），则 u ≥ 0对任意 (t,𝒙) ∈ ΩT 成立。

证明. 我们仍然希望通过构造辅助函数来凑出极大值原理的条件。设 � ∈ ℝ是常数，如果考虑形
如 v(t,𝒙) = e−�tu(t,𝒙)的辅助函数，那么通过计算可得 v 满足热传导方程

)tv − ∆v + (c + �)v = 0, v(0,𝒙) = g(𝒙), v|)Ω = 0.



4.1 热方程的极大值原理 133

对于 (1),我们取 � = −c0 即可得到

)tv − ∆v + (c − c0)
⏟ ⏟ ⏟

≥0

v = 0.

那么据推论4.1.2(c ≥ 0的弱极大值原理),我们得到

max
ΩT

|v(t,𝒙)| = max
ΓT

|v(t,𝒙)| = max
Ω

|g(𝒙)|
⏟⎴⎴⏟⎴⎴⏟

=∶C

⇒ max
ΩT

|u(t,𝒙)| ≤ Ce−c0t.

对于 (2),我们可以取 � = 1 +max |c(t,𝒙)|,使得零阶项系数 c + � > 0. 据推论4.1.2(c ≥ 0的弱
极大值原理)，我没得到

min
ΩT

v ≥ −max
ΓT

u− = max
ΓT

g− = 0

其中 g ≥ 0表明 g− ≡ 0. 这就证明了 v ≥ 0在 ΩT 中恒成立，进而 u也是如此。

注记 4.1.2. 需注意的是 (1)的结论对 c0 ≤ 0情况也对，这里加上 c0 > 0纯粹是因为说明解具有衰
减性而非增长性。事实上，即使 c0 = 0,我们也可以证明解具有逐点的指数衰减速率，但证明比该
问题困难不少，详见习题4.1.4和问题4.1.1.

初值问题的逐点估计

本节的最后，我们证明欧氏空间 ℝd 中的热方程初值问题的解有逐点估计。

命题 4.1.7. 设 Ω = ℝd, u ∈ C2
1(ΩT) ∩ C(ΩT)是如下初值问题的有界解

⎧

⎨
⎩

)tu − ∆u = f(t,𝒙) in [0, T] ×ℝd

u(0,𝒙) = u0(𝒙) on {t = 0} ×ℝd
(4.1.3)

则

max
ΩT

|u(t,𝒙)| ≤ AT + B,

其中 A ∶= max
(0,T]×ℝd

|f|, B ∶= max
ℝd

|u0|.

证明该命题之前，我们先来看一个错误的证法。为了叙述简便，我们以 d = 1为例,现在要证
明的是 |u(t0, x0)| ≤ AT+B对任意 (t0, x0) ∈ [0, T]×ℝ成立。我们知道 ℝ是无界区域，而极大值原
理这类点态上界估计只对有界区域成立，那么一个很直接的想法就是对 ℝ作截断 ΩL ∶= (−L, L),
因为给定 (t0, x0) ∈ ΩT，总是存在 L > 0使得 (t0, x0) ∈ ΩT ∈ ΩL

T 内.
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x

t

−L L

T

图 4.4: 在 x = ±L处没有极值的估计

但是正如上图所示，我们仍然难以在截断后的区域上使用极大值原理，这是因为在截断区域

的抛物边界上有信息缺失：我们并不知道 u 在 x = ±L 处的上界，给定的常数 B 里面不包括
max |u(t,±L)|. 这样的话，我们就被迫去思考如何构造一个合适的辅助函数，使得在截断区域的
抛物圆柱 ΩL

T 上能够使用极大值原理或者比较原理。

证明. 记 ℒ = )t − ∆,设常数 M > 0满足 |u(t,𝒙)| ≤ M 在 (0, T] ×ℝd 恒成立。对 R > 0,今考虑在
(0, T] × B(𝟎, R)定义形如 w(t,𝒙) = At + B + vR(t,𝒙)的函数，其中 vR 是一个待定的辅助函数，在
后面我们会明确它的选取。现在我们已有如下信息：

• ℒu ≤ A在 (0, T] ×ℝd 成立，以及 u ≤ B在 {t = 0} ×ℝd 成立。

• w(0,𝒙) = B + vR(0,𝒙)在 {t = 0} × B(𝟎, R)成立，以及 w ≥ vR 在 (0, T] × )B(𝟎, R)成立。

关于辅助函数 vR,我们希望它满足

• ℒvR ≥ 0在 (0, T] × B(𝟎, R)成立,
• vR(0,𝒙) ≥ 0在 {t = 0} × B(𝟎, R)成立, vR ≥ u在 (0, T] × )B(𝟎, R)成立,
• 当 R →∞时，有 vR → 0.

如果这样的 vR 存在，那么我们很容易得到 ℒu ≤ A ≤ ℒw 在 (0, T] × B(𝟎, R) 成立以及 u ≤ w 在
(0, T] × B(𝟎, R) 的抛物边界成立。再由比较原理得知 u ≤ w 在 (0, T] × B(𝟎, R) 成立，类似结果对
−u也是对的。从而对任意 (t,𝒙) ∈ (0, T] × B(𝟎, R)成立如下不等式

|u(t,𝒙)| ≤ A + Bt + |vR(t,𝒙)| ≤ A + BT + |vR(t,𝒙)| in (0, T] × B(𝟎, R).

再令 R →∞就是我们想要的结果。
余下只要选取满足上述要求的辅助函数 vR.这时我们需要一个简单但是常用的事实: ∆(|𝒙|2) =

2d, 这样的话就可以凑出 ℒ(|𝒙|2 + 2dt) = 0, 也就是说热算子对它“不起作用”。接下来还要保证
边值满足条件，以及 lim

R→∞
vR(t,𝒙) = 0. 次数我们乘以因子M∕R2，其中M 如证明的一开始所定义。
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这样的话，我们就“凑出”一个辅助函数 vR(t,𝒙) =
M

R2
(|𝒙|2 + 2dt)满足我们的全部要求。

习题 4.1

习题 4.1.1. 设常数 L > 0,记 ΩL = (0, L). uL(t, x) ∈ C2
1(Ω

L
T) ∩ C(Ω

L
T)是如下问题的解

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

uLt − uLxx = 0 (t, x) ∈ ΩL
T

uL(0, x) = 0 x ∈ [0, L],

uL(t, 0) = g(t), uL(t, L) = 0 t ∈ [0, T],

其中 g(t) ≥ 0. 证明：对任意 L1 < L2 和 (t, x) ∈ ΩL1
T , u

L1(t, x) ≤ uL2(t, x)恒成立。

提示：思考如何使用比较原理。

习题 4.1.2. 设 Ω = (0, 1), ℎ > 0是常数. uℎ(t,𝒙) ∈ C2
1(ΩT) ∩ C1

0(ΩT)是如下方程的解

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

uℎt − uℎxx = 0 (t, x) ∈ ΩT,

uℎ(0, x) = 0 t = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

(uℎx + ℎ(1 − uℎ))|x=0 = 0, uℎ|x=1 = 0 0 ≤ t ≤ T.

(1) 证明：0 ≤ u(t, x) ≤ 1在 ΩT 中恒成立.

(2) 证明：对任意 (t, x) ∈ ΩT 和 0 < ℎ1 < ℎ2,都有 uℎ1(t, x) ≤ uℎ2(t, x)成立.

提示：(1)用反证法证明 uℎ 在 [0, T] × {x = 0}上的最小值不可能非负，最大值不可能超过 1.
(2)令 v(t, x) = uℎ2 − uℎ1 ,计算 v 的边界条件,之后模仿 (1)的证明。

习题 4.1.3. 设 f ∶ ℝ→ ℝ是单调递增函数,Ω ⊂ ℝd是有界区域,常数 T > 0.设 u ∈ C2
1(ΩT)∩C(ΩT)

是如下方程的解
⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

)tu − ∆u + f(u) = 0, in ΩT

u(0,𝒙) = '(𝒙), t = 0, 𝒙 ∈ Ω

u(t,𝒙) = g(t,𝒙), t ≥ 0,𝒙 ∈ )Ω,

其中 ', g是给定的有界光滑函数。

(1) 设 f ∈ C1,叙述并证明微分算子 ℒu ∶= )tu − ∆u + f(u)的比较原理。

(2) 如果只假设 f 连续，证明上述方程解的唯一性。
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习题 4.1.4. 考虑一维热方程

ut − uxx = 0 in [0,+∞) × [0, �], u(t, 0) = u(t, �) = 0 (t ≥ 0).

(1) 证明: 对任意 a ∈ ℝ, v(t, x) = ae−t sinx 满足上述方程。

(2) 若初值选取为 u(0, x) =
⎧

⎨
⎩

x x ∈ [0, �
2
]

� − x x ∈ [�
2
, �]

,证明：对应的解满足不等式

e−t ≤ max
x∈[0,�]

u(t, x) ≤ �
2 e

−t.

提示: (2)显然要用比较原理，可以联想 (1)中解的初值是什么。

习题 4.1.5. 今考虑一维区间 Ω = (0, L) 上如下带有 Neumann 或 Robin 边界条件的热方程，设
u ∈ C2

1(ΩT) ∩ C1
0(ΩT)是它的解。

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

ut − kuxx = f (t, x) ∈ ΩT;

u(0, x) = '(x) t = 0, x ∈ [0, L];

−ux + �(t)u = g1(t) 0 ≤ t ≤ T, x = 0;

ux + �(t)u = g2(t) 0 ≤ t ≤ T, x = L.

(4.1.4)

其中 k > 0是常数，�(t), �(t) ≥ 0.

(1) 若 f, ', g1, g2 ≥ 0对任意 (t, x) ∈ ΩT 恒成立，证明：u ≥ 0也对任意 (t, x) ∈ ΩT 恒成立。

(2) 令 F ∶= sup
ΩT

|f|, B = max{max
[0,T]

|g1|,max
[0,T]

|g2|,max
[0,L]

|'|}. 证明：存在仅依赖 k, L, T 的常数

C > 0，使得 |u(t, x)| ≤ C(F + B)对任意 (t, x) ∈ ΩT 恒成立。

提示：(1)先假设 g1, g2 > 0，此情况可用反证法证得结论；一般情况考虑辅助函数 v(t, x) ∶=
u(t, x) + "

[
2kt + (x − L

2
)2
]
. (2) 考虑辅助函数 w(t, x) = ±u(t, x) + Ft + Bz(t, x), 其中 z(t, x) ∶=

1 + 1

L

[
2kt + (x − L

2
)2
]
.

习题 4.1.6. 今考虑一维区间 Ω = (0, L)上如下带有 Dirichlet边界条件的热方程，设 u ∈ C2
1(ΩT) ∩

C1
0(ΩT)是它的解。

⎧

⎨
⎩

ut − uxx = f (t, x) ∈ ΩT;

u(0, x) = '(x) t = 0, x ∈ [0, L]; u(t, 0) = u(t, L) = 0 0 ≤ t ≤ T.
(4.1.5)
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(1) 证明：max
(0,T)

|ux(t, 0)| ≤ C, max
(0,T)

|ux(t, 0)| ≤ C,其中 C > 0仅依赖 ', '′ 在 [0, L]的上界。

(2) 若设 ux ∈ C2
1(ΩT)，证明：max

ΩT

|ux(t, x)| ≤ C′,其中 C′ > 0仅依赖 ', '′ 在 [0, L]的上界。

提示：(1)注意到 '(0) = '(L) = 0,先估计 |u(0, x)|，再用比较原理得到 |u(t, x)|的界，最后用
导数定义得到 |ux(t, 0)|的界。(2)考虑 v ∶= ux 满足的热方程，再用命题4.1.5.

问题 4.1

问题 4.1.1. 习题4.1.4中，假设初值 u(0, x) = u0(x) ∈ C1([0, �])且满足 u0(0) = u0(�) = 0，证明：
存在常数 C > 0，使得对应的解满足 sup

x∈[0,�]
|u(t, x)| ≤ Ce−t.

提示：将 u0(x)与习题4.1.4(1)初值的常数倍相比较，这是本题假设初值 C1 的原因所在。

4.2 调和函数的基本性质

在一般区域内，我们无法求得调和函数的显式表达式，但是我们仍然可以从调和函数的平均

值原理出发，建立极值原理、梯度估计、Harnack 不等式等诸多点态估计。本节也是这一章最重
要的部分。

4.2.1 调和函数的平均值原理

首先介绍调和函数的平均值原理，这是本节几乎所有结论的出发点。设 Ω ⊂ ℝd 是一个给定

的开集。

定理 4.2.1 (调和函数的平均值原理). 设 u ∈ C2(Ω)是调和函数，则对任意的球 B(𝒙0, r) ⊂ Ω,成立
如下等式

u(𝒙0) = ⨏
)B(𝒙0,r)

u dS𝒙 = ⨏
B(𝒙0,r)

u d𝒙.

证明. 令 u在球面 )B(𝒙0, r)上的平均值为

'(r) ∶= ⨏
)B(𝒙0,r)

u(𝒙) dS𝒙 =
1

d�(d)rd−1
∫
)B(𝒙0,r)

u(𝒙) dS𝒙,

其中 d�(d)rd−1 是 )B(𝒙0, r) 的表面积。我们要证明 '′(r) = 0. 由于上式中的积分区域和前面的系
数都依赖 r，我们不方便直接对上式中的 r变量求偏导 )r,所以先考虑作变量替换 𝒙 = 𝒙0 + r𝒛,即
球面 )B(𝒙0, r)的任一点总能写成形如 𝒙0 + r𝒛的形式，其中 𝒛 ∈ 𝕊d−1 是单位球面上的一点。由于
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球面是 (d − 1)维的超曲面，所以我们有 dS𝒙 = rd−1 dS𝒛,这样得到

'(r)
𝒙=𝒙0+r𝒛⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ 1

d�(d)
∫
)B(0,1)

u(𝒙0 + r𝒛) dS𝒛 = ⨏
)B(𝟎,1)

u(𝒙0 + r𝒛) dS𝒛.

对 r求导，据链式法则可得

'′(r) =
d∑

i=1

⨏
)B(0,1)

)iu(𝒙0 + r𝒛)zi dS𝒛 = ⨏
)B(0,1)

∇u(𝒙0 + r𝒛) ⋅ 𝒛 dS𝒛.

接下来把 𝒛变量换回 𝒙变量可得

'′(r)
𝒙=𝒙0+r𝒛⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ ⨏

)B(𝒙0,r)
∇u(𝒙) ⋅

𝒙 − 𝒙0
r dS𝒙.

此时注意 𝒙这个点落在球面 )B(𝒙0, r)上，这就说明 𝒙−𝒙0这个向量是该球面的外法向量，且长度
恰好为球的半径 r.所以 𝒙−𝒙0

r
恰好就是 𝒙 ∈ )B(𝒙0, r)点处的单位外法向量。据散度定理 (命题B.1.2)

得

'′(r) = 1
d�(d)rd−1

∫
)B(𝒙0,r)

)u
)N

(𝒙) dS𝒙
散度定理
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ 1

d�(d)rd−1
∫
B(𝒙0,r)

∆u(𝒙) d𝒙.

由于 u是 Ω上的调和函数（在这之前的推导完全没有用到调和函数的假设），所以上式右边为零，
即 '′(r) ≡ 0,这就说明 '(r)是常数，再利用 u的连续性，令 r → 0+ 得到

'(r) = lim
r→0+

'(r) = lim
r→0+

⨏
)B(𝒙0,r)

u(𝒙) dS𝒙
u连续
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ u(𝒙0).

接下来证明 u(𝒙0)也等于体积积分的平均值。我们利用积分的极坐标表示 (引理B.2.1)和调和
函数球面平均的结论得到

∫
B(𝒙0,r)

u(𝒙) d𝒙 =∫
r

0
(∫

)B(𝒙0,�)
u dS𝒙) d� = ∫

r

0
u(𝒙0)(d�(d)�d−1) d�

= u(𝒙0) ⋅ (rd�(d)) = u(𝒙0)Vol(B(𝒙0, r)).

注记 4.2.1 (与 Poisson公式的关系). 在前面的章节，我们用分离变量法可以解得圆盘 B(𝟎, a) ⊂ ℝ2
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上边值为 ℎ(�)的调和函数的显式表达式为

u(r, �) = 1
2� ∫

2�

0
ℎ(') a2 − r2

a2 − 2ar cos(� − ') + r2
d', r < a.

令 r = 0,可得

u(𝟎) = 1
2� ∫

2�

0
ℎ(')a

2

a2
d' = ⨏

)B(𝟎,a)
ℎ dS,

这与调和函数平均值原理的结论契合。事实上，在高维的球内我们也可求得调和函数的显式表达

式，但是非常复杂。

定理 4.2.2 (平均值原理的逆定理). 若函数 u ∈ C2(Ω)满足对任意球 B(𝒙0, r) ⊂ Ω都有

u(𝒙0) = ⨏
)B(𝒙0,r)

u dS𝒙

成立，则 u必是 Ω上的调和函数。

证明. 反证法，如果 ∆u在 Ω内不恒为零,则由 ∆u的连续性,存在小球 B(𝒙0, r) ⊂ Ω,使得 ∆u > 0
(或 ∆u < 0也可以)在 B(𝒙0, r)内恒成立. 但是这与定理4.2.1证得的 '′(r) = 0相矛盾：

0 = '′(r) = 1
d�(d)rd−1

∫
B(𝒙0,r)

∆u(𝒙) d𝒙 > 0.

注记 4.2.2. 事实上，对函数 u的 C2(Ω)假设可以进一步弱化为 u ∈ C(Ω),但该情况的证明则需要
用附录B.3中介绍的卷积光滑子来完成，见定理4.2.10.

4.2.2 强极值原理和 Hopf引理

本节我们将用调和函数的平均值原理来证明调和函数的强极值原理。

定理 4.2.3 (调和函数的极值原理). 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)是有界开集 Ω上的调和函数。

• (弱极大值原理) max
Ω

u = max
)Ω

u.

• (强极大值原理)若 Ω是连通集（即为区域），且存在点 𝒙0 ∈ Ω使得 u(𝒙0) = max
Ω

u,则 u 在

Ω内必定是常数。

证明. 这里我们只证明 (2). (1) 的证明与热传导方程的极大值原理 (定理4.1.1) 类似，我们留作习
题4.2.3.



140 第四章 极大值原理

今假设在内点 𝒙0 ∈ Ω处有 u(𝒙0) = M ∶= max
Ω

u. 则对 0 < r < dist (𝒙0, )Ω),调和函数的平均

值性质表明

M = u(𝒙0) = ⨏
B(𝒙0,r)

u(𝒙) d𝒙 ≤ M.

该等号成立当且仅当 u ≡ M 在球 B(𝒙0, r)内恒成立。这表明集合 C ∶= {𝒙 ∈ Ω ∶ u(𝒙) = M}是 Ω
的开子集，因为对任意 𝒙0 ∈ C,我们都能找到一个球 B(𝒙0, r) ⊂ C.

接下来证明 C 是 Ω的 (相对)闭子集，若能证得该结论，则由 Ω的连通性就知道 C = ∅或者
C = Ω,而现在的假设表明 𝒙0 ∈ C,所以 C 非空，从而只能等于 Ω.

C 是闭集的证明并不困难，因为 C 本身是单点集 {M} 在连续函数 u 下的原像集 (pre-image)，
而连续函数的等价定义之一就是闭集的原像仍为闭集，所以这证明了是 Ω的 (相对)闭子集。

思考. 上述证明中 Ω的有界性用在什么地方？若去掉强极值原理中 Ω连通的假设，会有怎样的反
例？

进一步地，我们有更一般的结论

定理 4.2.4 (上/下调和函数的强极大值原理). 设 Ω ⊂ ℝd 是有界区域, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

(1) 若在Ω中恒有 −∆u ≤ 0 (此时称 u是Ω内的下调和 (subharmonic)函数),且存在内点 𝒙0 ∈ Ω
使得 u(𝒙0) = max

Ω
u,则 u在 Ω内必定是常数。

(2) 若在 Ω 中恒有 −∆u ≥ 0 (此时称 u 是 Ω 内的上调和 (superharmonic) 函数), 且存在内点
𝒙0 ∈ Ω使得 u(𝒙0) = min

Ω
u,则 u在 Ω内必定是常数。

该定理的证明需要如下所述的 Hopf引理。

引理 4.2.5 (Hopf引理). 设 Ω ⊂ ℝd 是有界开集,函数 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)且满足

(1) (下调和) −∆u ≤ 0在 Ω中恒成立；

(2) 存在点 𝒙0 ∈ )Ω,使得 u(𝒙0) > u(𝒙)对任意 𝒙 ∈ Ω都成立；

(3) (𝒙0 处的内球条件)存在开球 B ⊂ Ω使得 𝒙0 ∈ )B.

则
)u

)N
(𝒙0) > 0,其中 N 是球 B在边界点 𝒙0 ∈ )B处的单位外法向量。
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图 4.5: 内球条件示意图

“Hopf引理 ⇒定理4.2.4”的证明. 我们只证明 (1), (2)的证明只需把 u换成−u.记M ∶= max
Ω

u,

集合 C = {𝒙 ∈ Ω ∶ u(𝒙) = M}. 现在用反证法，假设 u ≢ M,并定义集合 V ∶= {𝒙 ∈ Ω ∶ u(𝒙) < M}.
现在我们选取点 𝒚 ∈ V 使得 dist (𝒚, C) < dist (𝒚, )Ω),并且令 B是球心为 𝒚并落在 V 内的最大球。
这样的话，就存在点 𝒙0 ∈ C 使得 𝒙0 ∈ )B，且 u(𝒙0) > u(𝒙)对任意 𝒙 ∈ V 都成立（这是由 C 和 V
的定义得到的）。

图 4.6: “Hopf引理 ⇒定理4.2.4”的证明

据 Hopf引理，我们得到 )u

)N
(𝒙0) > 0. 但这与 u在 𝒙0 ∈ Ω处达到最大值矛盾，因为 u在 Ω的

内点 𝒙0 处达到最大值这一事实蕴含了 ∇u(𝒙0) = 𝟎,从而 )u

)N
(𝒙0)必为零.

这就表明 V是空集，从而下调和函数 u一旦在 Ω内部达到最大值，u就必须是常值函数。

关于 Hopf引理本身，它的结论并不难理解：如果 u在区域边界的某点 𝒙0 上达到最大值，则
在 Ω内部靠近 𝒙0 的地方，u 的取值应当沿着该点处的外法向是递增的（否则 u 不可能在边界点
达到最大值），这就说明 𝒙0处的外法向导数

)u

)N
(𝒙0)不可能是负的。不过，要证明

)u

)N
(𝒙0)是严格正

的，还需要施加合适的扰动并仔细选取辅助函数。
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Hopf引理的证明. 为了方便显式构造辅助函数，不妨设球 B 为 B(𝟎, r). 由 Hopf 引理的假设 (2),
我们希望构造辅助函数 v 使得对任意充分小的 0 < " ≪ 1成立

i. u(𝒙0) ≥ u(𝒙) + "v(𝒙)对 𝒙 ∈ )B(𝟎, r) ∪ )B(𝟎, r∕2)成立.

ii. −∆(u + "v) ≤ 0在环形区域 A ∶= B(𝟎, r)∖B(𝟎, r∕2)成立.

iii. v|)A = 0, )v

)N
(𝒙0) < 0

如果能构造出这样的函数 v,则由弱极大值原理可得 u(𝒙) + "v(𝒙) − u(𝒙0) ≤ 0在 A中恒成立,以及
u(𝒙0) + "v(𝒙0) − u(𝒙0) = 0. 所以函数 u + "v − u(𝒙0)在 𝒙0 处的外法向导数必定是非负的，因此得
到

)u

)N
(𝒙0) ≥ −" )v

)N
(𝒙0) > 0.

这样的辅助函数 v可以选取为 v(𝒙) = e−�|𝒙|2 − e−�r2 的形式，其中 𝒙 ∈ B(𝟎, r), � > 0是一个待
定的充分大的常数。直接计算可得

−∆v = e−�|𝒙|2(−4�2|𝒙|2 + 2d�),

该项括号里面是关于 �的二次函数，其图像是开口向下的抛物线，所以只要我们把 �取得充分大，
即 � > d

2r2
,那么必有 −∆v ≤ 0对任意 𝒙 ∈ A成立。而剩下的 (i), (ii)性质都是可以直接验证的。

4.2.3 Harnack不等式

利用平均值原理，我们还能估计调和函数的“振幅”。

定理 4.2.6 (Harnack不等式). 设 Ω ⊂ ℝd 是开集，V ⊂ Ω是连通的紧子集。则存在仅依赖于维数
d和距离 dist (V, )Ω)的常数 C > 0,使得对 Ω上的任何非负调和函数 u都有

max
V

u ≤ Cmin
V

u.

特别地，对任意 𝒙,𝒚 ∈ V,存在常数 C > 0使得 C−1u(𝒚) ≤ u(𝒙) ≤ Cu(𝒚).

证明. 我们取 r = 1

4
dist (V, )Ω), 并选取点 𝒙,𝒚 ∈ V 使得 |𝒙 − 𝒚| ≤ r, 这样的话 B(𝒚, r) ⊂ B(𝒙, 2r).

于是

u(𝒙) = ⨏
B(𝒙,2r)

u(𝒛) d𝒛 ≥ 1
(2r)d�(d)

∫
B(𝒚,r)

u(𝒛) d𝒛 = 1
2d
⨏
B(𝒚,r)

u(𝒛) d𝒛 = 1
2d
u(𝒚).

因此，对 V 中距离不超过 r的两点 𝒙,𝒚,成立不等式 1∕2du(𝒚) ≤ u(𝒙) ≤ 2du(𝒚).

接下来我们希望把这个性质推广到 V 中任意两点。由于 V 是连通的紧集，我们就可以将 V
用有限个球覆盖住，记这些球为 {Bi}1≤i≤N，其中 Bi 的半径均为 r∕2,且 Bi ∩ Bi−1 ≠ ∅对 2 ≤ i ≤ N
成立. 于是反复利用上述性质可得 u(𝒙) ≥ 1

2d(N+1)
u(𝒚)对任意 𝒙,𝒚 ∈ V 成立.



4.2 调和函数的基本性质 143

Ω
V

𝒙 𝒚

B(𝒙, r∕2)

图 4.7: 用平均值原理证明 Harnack不等式的示意图

注记 4.2.3. 上述证明完全依赖调和函数 u的平均值原理。如果我们将 −∆算子换成一般的椭圆微

分算子 −
d∑

i,j=1
aij)i)j +

d∑

i=1
bi)i + c⋅, 其中 {aij} 是严格正定的实对称方阵，则平均值原理不再成立。

另一方面，如果我们想在黎曼流形上建立类似于 Harnack不等式的结论，则平均值原理也会因为
曲率的存在而不成立。一般情况下，我们确实可以找到不依赖平均值原理的方法去证明 Harnack
不等式，该方法称作对数梯度估计 (logarithmic gradient estimates),即构造辅助函数并用弱极大值
原理证明 |∇ lnu| ≤ C,该式的成立将直接导出 Harnack不等式（为什么？），同时取对数也要求了
u必须是非负函数。本讲义的定理4.3.8就介绍了这一方法。

4.2.4 梯度估计和 Liouville定理

无论是平均值性质、极大值原理还是 Harnack不等式，我们都只能得到调和函数 u自身的逐
点估计。从泰勒展开的角度看，如果想估计一个函数的增长速率，则需要对该函数的导数建立合

适的估计。而在上面的讨论中，我们只对考虑了 C2的调和函数，因此要想讨论调和函数的导数估

计，则先需要回答问题：调和函数的可微性能到多高阶？是否一定是光滑函数？事实上，对欧氏空

间开集内的调和函数，该问题的答案是肯定的，我们甚至可以证明调和函数必是实解析函数，即

对任意 𝒙0 ∈ Ω,调和函数 u 在 𝒙0 的一个邻域内可以写成一个关于 (𝒙 − 𝒙0)的一致收敛的幂级数，
即 u在 𝒙0 处的泰勒级数在 𝒙0 的一个邻域内一致收敛到 u(𝒙0).

本小节我们先默认事实“u 是 Ω 内的调和函数，则 u ∈ C∞(Ω)”，该事实的证明参见定理
4.2.10. 据此，我们在本小节先对调和函数的各阶导数作出估计，然后利用这些估计在下一小节的
定理 4.2.11证明调和函数的实解析性。

本节主要结论为

定理 4.2.7 (梯度估计). 设 u是开集 Ω内的调和函数，则对任意自然数 k,任意球 B(𝒙0, r) ⊂ Ω,任
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意阶数为 k 的多重指标 �,存在仅依赖 d, k 的常数 Ck > 0使得如下不等式成立

|)�u(𝒙0)| ≤
Ck
rd+k

∫
B(𝒙0,r)

|u(𝒙)| d𝒙.

进一步地，我们有 C0 =
1

�(d)
, Ck =

(2d+1dk)k

�(d)
(k ≥ 1).

这个定理的结论看上去复杂，但实际上只需要证出 k = 1 的情况然后利用数学归纳法即可。
更重要的是如下推论

定理 4.2.8 (Liouville定理). ℝd 上的有界调和函数 u只能是常数。

证明. 要证明 u 是常值，则只要证明它的全体一阶偏导数皆为零。设有上界 |u| ≤ M, 并固定点
𝒙0 ∈ ℝd. 据 k = 1的梯度估计得知

|∇u(𝒙0)| ≤
dC1
rd+1

∫
B(𝒙0,r)

|u(𝒙)| d𝒙 =
dC1�(d)

r ⋅ 1
�(d)rd

∫
B(𝒙0,r)

|u(𝒙)| d𝒙 ≤
dC1�(d)

r ∀r > 0.

令 r → +∞,就有 ∇u(𝒙0) = 𝟎. 由于 𝒙0 是任取的，所以 u只能是常数。

注记 4.2.4. 此处的 Liouville 定理与复分析中的 Liouville 定理本质上是相同的，后者表明有界整
函数（在整个复平面 ℂ上全纯）必定是常数。这是因为全纯函数的实部和虚部都是调和函数。

注记 4.2.5. 事实上，Liouville定理中的有界假设可以弱化为如下两个假设之一

(1) |u|在无穷远处的增长严格慢于线性增长，即 |u(𝒙)| = o(|𝒙|), as |𝒙|→∞;

(2) u单侧有界。

我们把结论的证明留作习题4.2.8. 事实上，在条件 (1) 下我们只要证明 u 在任一点的各个一阶偏
导数皆为零即可，而这可以在梯度估计结论中令 k = 1, r →∞直接得到，其在高阶导数也有推广：
若 |u|在无穷远处的增长为 O(|𝒙|p) (p > 0)，则 u 必为不超过 p 次的多项式，它的证明也是将梯
度估计用在 k = [p] + 1, r → ∞ 的情况即可得到，参见习题4.2.7；而在条件 (2) 下则可以不妨设
u ≥ 0（为什么？）再利用习题4.2.6的结论.

现在证明梯度估计，这里只写了 k = 1的情况，一般情况参见 Evans [3, 29页定理 2.2.7].

k = 1的梯度估计证明. 设 u 在 Ω内是调和函数，则对任意 1 ≤ i ≤ d, )xiu 也是 Ω内的调和函数
（注意这句话是基于 )iu ∈ C2 的假设得到的）。今对 )xiu使用平均值原理得到

)xiu(𝒙0) = ⨏
B(𝒙0,r∕2)

)xiu d𝒙 =
2d

�(d)rd
∫

B(𝒙0,r∕2)

)xiu d𝒙.
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再用 Gauss-Green公式 (命题B.1.1)将边界积分转化为内部积分得到

2d

�(d)rd
∫

B(𝒙0,r∕2)

)xiu d𝒙 =
2d

�(d)rd
∫

)B(𝒙0,r∕2)

uNi dS𝒙,

所以有

|)xiu(𝒙0)| ≤
2d

�(d)rd
⋅ Area ()B(𝒙0, r∕2)) ⋅ max

)B(𝒙0,r∕2)
|u| = 2d

r ⋅ max
)B(𝒙0,r∕2)

|u|,

其中 Area ()B(𝒙0, r∕2)) = d�(d)(r∕2)d−1. 接下来我们要用 |u|的积分去控制 max
)B(𝒙0,r∕2)

|u|.

注意到，若 𝒙 ∈ )B(𝒙0, r∕2),则 B(𝒙, r∕2) ⊂ B(𝒙0, r) ⊂ Ω,所以对这个点 𝒙 ∈ )B(𝒙0, r∕2),我们
利用平均值原理得到 |u(𝒙)|的如下估计

|u(𝒙)| ≤ 1
�(d)(r∕2)d

∫
B(𝒙0,r)

|u(𝒚)| d𝒚 ∀𝒙 ∈ )B(𝒙0, r∕2).

将其代入 )xiu(𝒙0)的估计就得到我们想要的结论

|∇u(𝒙0)| ≤ d|)xiu(𝒙0)| ≤
2d+1d

�(d)rd+1
∫
B(𝒙0,r)

|u(𝒚)| d𝒚.

在上面的证明中，我们实际上已经得到了如下结论

命题 4.2.9. 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)是开集 Ω内的调和函数,球 B(𝒙0, R) ⋐ Ω，则

|)xiu(𝒙0)| ≤
d
R max

B(𝒙0,R)
|u|, 1 ≤ i ≤ d.

证明. 证明过程和定理4.2.7方法相同，只是把 r∕2换成 R即可得到

)xiu(𝒙0) =
1

�(d)Rd
∫

)B(𝒙0,R)

uNi dS𝒙,

进而

|)xiu(𝒙0)| ≤
1

Vol(B(𝒙0, R))
⋅Area()B(𝒙0, R)) ⋅ max

B(𝒙0,R)
|u| = d

R max
B(𝒙0,R)

|u|.

上面提到，全空间 ℝd 中单侧有界的调和函数必是常值函数。现在问：如果将条件换成“单侧

有多项式下界”，例如 u(𝒙) ≥ −C|𝒙|p，是否能像习题4.2.7一样证明 u 是次数不超过 p 的多项式
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呢？答案是肯定的，事实上我们可以利用梯度估计得到 u的 [p] + 1阶及以上偏导数皆为零，证明
留作习题4.2.9及其推论 (习题4.2.10).

4.2.5 *光滑性和实解析性

本节证明欧氏空间开集内的调和函数必是光滑函数，该证明需要用到附录B.3中的卷积光滑逼
近。进一步地，结合该结论和梯度估计，我们可以证明调和函数必是实解析函数。

定理 4.2.10 (光滑性). 若 u ∈ C(Ω)满足球面平均性质，即

u(𝒙0) = ⨏
)B(𝒙0,r)

u dS𝒙

对任意 B(𝒙0, r) ⊂ Ω都成立,则 u必是 Ω上的调和函数，且 u ∈ C∞(Ω).

证明. 由于 Ω是开集，所以我们只要证明

∀0 < " ≪ 1, u = u" in Ω".

这里 u" ∶= �" ∗ u, �" 的附录B.3中定义的卷积光滑子，区域 Ω" ∶= {𝒙 ∈ Ω ∶ dist (𝒙, )Ω) > "}. 换言
之，我们无法直接证明 u ∈ C∞(Ω)，但是可以先证明 u 在“缩水一点点的区域”Ω" 上是 C∞ 的，

然后令 " → 0+ 将其拓展到整个集合 Ω上。
固定 𝒙 ∈ Ω",我们利用积分的极坐标表示来计算 u"(𝒙):

u"(𝒙) =∫
Ω
�"(𝒙 − 𝒚)u(𝒚) d𝒚 = 1

"d
∫
B(𝒙,")

� (
𝒙 − 𝒚
" )u(𝒚) d𝒚

= 1
"d
∫
"

0
�||𝒙|=�∕" (∫

)B(𝒙,�)
u dS) d� =

1
"d
∫
"

0
�||𝒙|=�∕"d�(d)�d−1u(𝒙) d�

= u(𝒙)∫
B(𝟎,")

�" d𝒚 = u(𝒙) ⋅ 1 = u(𝒙).

上述过程中，我们用到了 �是径向函数，所以可以把它从球面积分 ∫)B(𝒙,�) 里面提出来，而倒数第
二行的等号则是在 )B(𝒙, �)上对 u使用调和函数的平均值原理。

接下来我们结合梯度估计去证明调和函数的实解析性。

定理 4.2.11 (实解析性). 设 u是 Ω上的调和函数，则 u是 Ω上的实解析函数，即对任意 𝒙0 ∈ Ω,
存在 𝒙0 的邻域 (记作 O),使得

u(𝒙) =
∑

�

)�u(𝒙0)
�! (𝒙 − 𝒙0)� ∀𝒙 ∈ O.
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此处的求和是对全体多重指标 � 的求和，阶乘 �! ∶= �1!⋯�d!.

证明. 固定 𝒙0 ∈ Ω. 为了证明泰勒级数的收敛性，我们需要验证余项 RN(𝒙)在 𝒙0 的充分小的邻域
(不妨记作 O)内 (一致)收敛,其中

RN(𝒙) ∶= u(𝒙) −
N−1∑

k=0

∑

|�|=k

)�u(𝒙0)(𝒙 − 𝒙0)�

�! =
∑

|�|=N

)�u(𝒙0 + �(𝒙 − 𝒙0))(𝒙 − 𝒙0)�

�! , � ∈ [0, 1].

显见，我们应当利用 |𝒙 − 𝒙0|的小性，以及 )�u在 𝒙0 附近的梯度估计来证明想要的结论。

先看梯度估计，此时需注意梯度估计给出的因子 1∕rd+k 现在贡献的是增长速率而不是衰减速
率（因为 r小），所以阶数不能太高。具体计算的话，取 r = 1

4
dist (𝒙, )Ω),M ∶= 1

�(d)rd
∫B(𝒙0,2r) |u| <∞.

对任意 𝒙 ∈ B(𝒙0, r),我们有 B(𝒙, r) ⊂ B(𝒙0, 2r) ⊂ Ω,据梯度估计，我们有

max
B(𝒙0,r)

|)�u| ≤ M ⋅ kk ⋅ (2d+1d∕r)k ∀|�| = k.

由于 kk < ekk!, k! ≤ dk�1!⋯�d! (回忆 k = |�| = �1 +⋯ + �d),我们得到

max
B(𝒙0,r)

|)�u| ≤ CM (
2d+1d2e

r )
k

�!

因此现在可将邻域 O选得充分小，使得 ∀𝒙 ∈ O, |𝒙 − 𝒙0| <
r

2d+2d3e
. 将其代入余项 RN(𝒙)有

|RN(𝒙)| ≤ CM
∑

|�|=N
(
2d+1d2e

r )
N

( r
2d+2d3e

)
N

≤ CM∕2N → 0.

4.2.6 调和函数的可去奇点

本节我们讨论调和函数的孤立奇点。回忆我们在计算 ℝd∖{𝟎}的径向调和函数（基本解）时求
得的解在原点处有奇性，而在其他地方都是调和的。本节证明的结论大致表明：基本解具有的奇

性可以认为是调和函数能具有的最弱的奇性。换言之，我们将证明：如果去心球 B̌(𝟎, R)内的调和
函数在原点附近增长速率严格慢于基本解，则原点是可去奇点。

定理 4.2.12 (调和函数的可去奇点). 设 u 是去心球 B̌(𝟎, R) ∶= B(𝟎, R)∖{𝟎} ⊂ ℝd (d ≥ 2)内的调和
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函数，且满足

u(𝒙) =
⎧

⎨
⎩

o(|𝒙|2−d) d ≥ 3

o(ln |𝒙|) d = 2,
as |𝒙|→ 0.

则 u在 𝒙 = 𝟎处有定义，即 u在球 B(𝟎, R)内是调和函数。

证明该结论之前，我们先大致叙述一下思路。首先，球 B(𝟎, R)是有界区域，据强极大值原理，
给定边值的情况下，B(𝟎, R)内的调和函数只有唯一解。而另一方面，我们又可以用格林函数的方
法显式计算出边值在内部的调和延拓，如公式(5.2.9)所示。所以只要证明 u等于(5.2.9)给出的这个
调和延拓（记作 v）即可。

证明. 不妨设 u 在去心球 B̌(𝟎, R) 内是连续的，并记 v 为公式(5.2.9)给出的由边值 u|)B(𝟎,R) 往球
B(𝟎, R)的调和延拓，即在 B(𝟎, R)中成立 ∆v = 0,在 )B(𝟎, R)上有 v = u. 在 B̌(𝟎, R)中令 w = v−u,
并记 Mr = max

)B(𝟎,r)
|w(𝒙)|, M ∶= max

)B(𝟎,R)
|u(𝒙)|. 据极大值原理知 |v| ≤ M 在 B(𝟎, R)恒成立。

接下来证明 w = 0 在 B̌(𝟎, R) 中恒成立。为了叙述上的简便，我们接下来假设 d ≥ 3 (d = 2
的情况证法类似). 现在我们稍微把去心球靠近圆心的部分再挖掉一些，考虑 w 在环形区域 Ar ∶=
{r < |𝒙| < R}里面的行为。那么在环形区域的边界 )Ar 上，必定成立

|w(𝒙)| ≤ Mr
rd−2

|𝒙|d−2
on )Ar.

事实上，在该环形区域的外边界 {|𝒙| = R}上，根据定义我们有 w ≡ 0, 所以上面这个不等式显然
成立；而在内侧边界 {|𝒙| = r}上，该不等式由Mr 的定义知必然成立。而 Ar 是远离原点的有界区

域，w 和 Mr
rd−2

|𝒙|d−2
都是 Ar 上的调和函数，据极大值原理可得

|w(𝒙)| ≤ Mr
rd−2

|𝒙|d−2
, ∀𝒙 ∈ Ar.

进一步地，我们有

Mr = max
)B(𝟎,r)

|v − u| ≤ max
)B(𝟎,r)

|v| + max
)B(𝟎,r)

|u| ≤ M + max
)B(𝟎,r)

|u|.

将其代入 w 的上界估计,我们得到

|w(𝒙)| ≤ rd−2

|𝒙|d−2
M + 1

|𝒙|d−2
(rd−2 max

)B(𝟎,r)
|u|) in Ar.

现在对任意固定的 𝒙 ≠ 𝟎,我们选取 r使得 r < |𝒙|,再让 r → 0,就得到 |w(𝒙)|的上界收敛到零（这
里用到了 u 在原点附近的增长率严格慢于基本解），这表明 w(𝒙) = 0, 从而 w = 0, u = v 在去心
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球 B̌(𝟎, R)中恒成立。因此我们可以将 u延拓到原点使得它恒等于 v.

习题 4.2

习题 4.2.1. 设 Ω = B(𝟎, 1) ⊂ ℝ2 是单位圆盘，函数 u(x1, x2) 满足在 Ω 内成立 ∆u = x1x2, 以及
u|)Ω = 0. 计算 u(0, 0).

习题 4.2.2. 设 Ω = B(𝟎, R) ⊂ ℝd, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)在 Ω内满足方程 −∆u + 𝐀 ⋅ ∇u = 0和边界条
件 u|)Ω = 0. 这里 𝐀 = 𝐀(𝒙) ∶ Ω→ ℝd 是有界、连续的向量值函数。证明：u(𝒙) ≥ 0在 Ω中恒成
立。

提示：考虑辅助函数 v(𝒙) = u(𝒙) + "(eMR − eMx1),其中 " > 0, M ∶= 1 + sup
Ω
|𝐀|. 计算 v 的方

程，并用反证法证明 v > 0在 Ω上恒成立，最后令 " → 0+.

习题 4.2.3 (下调和函数的弱极值原理). 设 Ω ⊂ ℝd 是有界开集（未必是区域）。函数 u ∈ C2(Ω) ∩
C(Ω)是 Ω中的下调和函数,即 −∆u ≤ 0在 Ω内恒成立。

(1) 证明：max
Ω

u = max
)Ω

u.

(2) 证明：若 v ∈ C3(Ω) ∩ C1(Ω)是 Ω内的调和函数，则 |∇v|在 )Ω上达到最大值。

提示：(1)先证明−∆u < 0的情况，对一般情况考虑扰动 u"(𝒙) = u(𝒙)+"|𝒙|2. (2)计算∆(|∇v|2).

习题 4.2.4 (位势方程 Dirichlet问题解的唯一性). 设 f ∈ C(Ω), g ∈ C()Ω), u 是有界区域 Ω ⊂ ℝd

内的 Poisson方程的解
−∆u = f in Ω, u = g on )Ω.

证明：存在仅依赖 Ω的常数 C > 0使得 max
Ω

|u| ≤ C(max
)Ω

|g| +max
Ω

|f|).

习题 4.2.5. 设 Ω ∶= B(𝟎, 1) ⊂ ℝd, u ∈ C3(Ω) ∩ C1(Ω)满足

∆u − 2u = 1 in Ω, u|)Ω = g(𝒙).

这里 g是 )Ω上的连续函数，证明：存在常数 C > 0使得 max
Ω

|u| ≤ max
)Ω

|g| + C.

提示：选取充分大的常数 � > 0,使得 ∆(u2 + �

4
|𝒙|2) ≥ 0.

习题 4.2.6. 证明：在命题4.2.9中，若再假设 u ≥ 0,则梯度估计右边可以去掉绝对值，即对 1 ≤ i ≤ d
有 |)xiu(𝒙0)| ≤

d
R max

B(𝒙0,R)
u.

习题 4.2.7. 给定 p > 0,假设 u ∈ C2(ℝd)是 ℝd 中的调和函数，且存在 C > 0使得对任意 𝒙 ∈ ℝd

都有 |u(𝒙)| ≤ C(1 + |𝒙|p). 证明：u必定是次数不超过 p的多项式。

习题 4.2.8. 设 u是 ℝd 中的调和函数。证明：若 u满足以下两个条件中任何一个，则 u必是常数。
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(1) ∃常数C > 0, p > 0使得 |u(𝒙)| ≤ C (log(1 + |𝒙|p) + 1) ∀𝒙 ∈ ℝd.

(2) ∃常数C ∈ ℝ, u(𝒙) ≥ C ∀𝒙 ∈ ℝd.

习题 4.2.9. 设 u是ℝd内的调和函数，且存在常数 C > 0, p > 0使得 u(𝒙) ≥ −C|𝒙|p对任意 𝒙 ∈ ℝd

成立，则 u是次数不超过 p的多项式。

提示：令 v = u+C|𝒙|p,则 v ≥ 0. 据梯度估计和平均值性质，对任意阶数为 k的多重指标 �有
|)�u(𝒙)| ≤ C

rd+k
∫B(𝒙,r) |u(𝒚)| d𝒚, 利用 v 非负证明 |u(𝒚)| ≤ u(𝒚) + 2C|𝒚|p, 所以有 ∫B(𝒙,r) |u(𝒚)| d𝒚 ≤

vol(B(𝒙, r))u(𝒙) + C ∫B(𝒙,r)(|𝒙| + r)p d𝒚 = O(rd+p). 所以当 k ≥ [p] + 1时令 r →∞即可。

习题 4.2.10. 设 u ∈ C∞(ℝd)是非负光滑函数，C ∈ ℝ是给定的常数，且 ∆u = C 对任意 𝒙 ∈ ℝd

成立。证明：u是不超过二次的多项式。

提示：设 w = u − C

2d
|𝒙|2,然后用习题4.2.9.

习题 4.2.11 (Harnack不等式的另证). 设 u > 0是 B(𝒙0, R) ⊂ ℝd 内的调和函数。

(1) 证明：对任意 𝒙 ∈ B(𝒙0, R∕2),成立对数梯度估计 |)xi lnu(𝒙)| ≤
2d
R . i = 1,⋯ , d.

(2) 用 (1)证明：对任意 𝒙,𝒚 ∈ B(𝒙0, R∕2),我们有 u(𝒙) ≤ Cu(𝒚),其中该常数 C > 0仅依赖维数
d和半径 R.

问题 4.2

问题 4.2.1. 本题是习题3.4.4和问题4.1.1的高维版本。设 Ω ⊂ ℝd 是边界光滑的有界区域，考虑热

方程

)tu − ∆u = 0 in [0, T] × Ω, u(0,𝒙) = u0(𝒙) ∈ C1(Ω), u|)Ω = 0.

证明：存在常数 C > 0, 使得 sup
𝒙∈Ω

|u(t,𝒙)| ≤ Ce−�1t 对任意 t > 0 成立。这里 �1 > 0 是区域 Ω 上

(−∆)算子 (带 Dirichlet边界条件)的主特征值。

提示：�1 对应的特征函数 w1 满足 Hopf引理的假设，然后模仿问题4.1.1的方法用比较原理。

注记 4.2.6. 本题的结论实际上对连续初值 u0 ∈ C(Ω) 都成立，但是这需要用到 Weyl 律 �n ∼
n2∕d(注记3.4.4)和特征函数增长率估计 ‖wn‖L∞ ≤ C�(d−1)∕4n 的结论，或者使用热半群的 L2 − L∞ 估
计 ‖et∆f‖L∞ ≤ Ct−d∕4‖f‖L2(这个结论在 ℝd 中很容易证明，但是需要将其推广到有界区域的情况)，
但证明这些结论所涉及的内容（谱理论、傅立叶积分算子等）已经远超本讲义的范围。

问题 4.2.2 (Hadamard三圆定理). 设 u是 ℝ2 上的调和函数，M(r) ∶= max
|𝒙|=r

|u(𝒙)|. 证明：

|u(𝒙)| ≤
log r2 − log |𝒙|
log r2 − log r1

M(r1) +
log |𝒙| − log r1
log r2 − log r1

M(r2), ∀0 < r1 ≤ |𝒙| ≤ r2.
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问题 4.2.3. 设 Ω = ℝd∖B(𝟎, 1), u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)满足

∆u = 0 in Ω, u = 0 on )B(𝟎, 1).

(1) 若 d = 2,且 lim
|𝒙|→∞

u(𝒙)∕ ln |𝒙| = 0，证明：u在 Ω内恒为零。

(2) 若 d ≥ 3,且 lim
|𝒙|→∞

u(𝒙) = 0，证明：u在 Ω内恒为零。

(3) 若 d ≥ 3,但只假设 lim
|𝒙|→∞

u(𝒙)∕ ln |𝒙| = 0，此时 u在 Ω内是否还恒等于零？证明你的结论。

提示：用习题3.3.5和定理4.2.12的结论。

问题 4.2.4 (弱调和 =调和). 设Ω ⊂ ℝd是边界光滑的有界区域,函数 u ∈ C(Ω)满足 ∫Ω u∆� d𝒙 = 0
对任意 � ∈ C∞

c (Ω)恒成立。证明：u是 Ω上的调和函数。
提示：考虑 u的光滑逼近 u" ∶= u ∗ �",其中 �" 是附录B.3中定义的卷积光滑子。可以证明 u"

是区域 Ω" 中的调和函数，且在 Ω的任意紧子集上是一致有界的。然后取 " → 0证明最终的极限
函数是所求的调和函数。

问题 4.2.5. 设 Ω ⊂ ℝd 是边界光滑的有界区域。函数 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)满足 ∆u = 0在 Ω中恒成
立，且在边界 )Ω的一个开的光滑部分 Γ ⊂ Ω上满足 u = )u

)N
= 0. 证明：u恒为零。

提示：考虑一个被 Γ分割成两部分的小开集 U,我们在 U ∩Ωc 里面对 u作零延拓，然后只需
证明 u 在 U 内是调和函数即可（思考为什么？）。为此，不妨设 U = B(𝒙0, R), 其中 𝒙0 ∈ )Ω ∩ Γ,
只需证明 ∫)U

)u

)N
dS = 0 就能得到 u 在 U 内是调和函数，联想平均值原理的证明过程，思考为什

么证到这就够了？

4.3 椭圆算子的极大值原理与 Harnack不等式

上节我们利用调和函数的平均值原理建立起了强极值原理、梯度估计、Harnack 不等式等重

要的逐点估计。然而如果将 (−∆)算子换成一般系数的椭圆偏微分算子 −
d∑

i,j=1
aij)i)j +

d∑

i=1
bi)i + c⋅,

或者我们在黎曼流形上考虑 Laplace-Beltrami算子对应的极值原理、Harnack不等式等结论时，平
均值原理不再成立，因此我们需要另辟不依赖平均值原理的方法来证明这些逐点估计，而这些方

法只需建立在弱极大值原理的基础上，其证明并不依赖平均值原理。

本节我们证明非散度型椭圆偏微分算子的极值原理和 Harnack不等式。设 Ω ⊂ ℝd 是有界开

集，u ∈ C2(Ω). 令 L为具有如下形式的二阶线性偏微分算子：

• 散度形式（往往用于证明能量估计、弱解存在性）

Lu = −
d∑

i,j=1
)j(aij(𝒙))iu) +

d∑

i=1
bi(𝒙))iu + c(𝒙)u (4.3.1)
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• 非散度形式（往往用于证明极大值原理等结论）

Lu = −
d∑

i,j=1
aij(𝒙))i)ju +

d∑

i=1
bi(𝒙))iu + c(𝒙)u (4.3.2)

其中系数 aij, bi, c, (1 ≤ i, j ≤ d)是给定的函数，{aij}是对称方阵。

定义 4.3.1. 我们称由(4.3.1)或(4.3.2)定义的微分算子 L 是 (一致)椭圆的，是指存在常数 � > 0满
足

d∑

i,j=1
aij(𝒙)�i�j ≥ �|𝝃 |2 a.e. 𝒙 ∈ Ω, ∀𝝃 ∈ ℝd. (4.3.3)

换言之，对任意 𝒙 ∈ Ω, L 是椭圆偏微分算子就意味着系数矩阵 {aij(𝒙)} 是实对称正定方阵，
其最小特征值不小于 � > 0. 在有界开集上，Laplace算子就是一个这样的例子。

为了记号简便，本节采用 Einstein求和记号，即重复指标意味着对该指标求和。所以(4.3.1)-
(4.3.2)可以写成

Lu = −)j(aij)iu) + bi)iu + cu或Lu = −aij)i)ju + bi)iu + cu.

初学者在阅读本节时可以心中“默认”椭圆算子 L = −∆ + c(𝒙)，并在读完本节之后思考其原因。

4.3.1 极值原理和 Hopf引理

本节证明非散度型椭圆偏微分算子 L(即具有形式(4.3.2)的偏微分算子)对应的极值原理和Hopf
引理，其中假设系数 aij, bi, c ∈ C(Ω). 设 Ω ⊂ ℝd 是有界开集（未必连通）。

定理 4.3.1 (弱极大值原理). 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), c = 0.

• 若 Lu ≤ 0在 Ω内恒成立，则 max
Ω

u = max
)Ω

u. 此时称 u是下解 (subsolution).

• 若 Lu ≥ 0在 Ω内恒成立，则 min
Ω

u = min
)Ω

u. 此时称 u是上解 (supersolution).

特别地，若 Lu = 0在 Ω内恒成立,则 max
Ω

|u| = max
)Ω

|u|.

证明. 与定理4.1.1证明类似，我们仍然采用扰动法。

断言. 若 Lu < 0在 Ω内恒成立，则 max
Ω

u = max
)Ω

u.

先假设断言成立来证明 (1). 现在 (1)的假设只有 Lu ≤ 0, 所以我们考虑对 u 作小扰动，定义
u"(𝒙) ∶= u(𝒙) + "e�x1 , 其中 0 < " ≪ 1, � > 0是一个充分大的待定常数. 直接计算可得：Lu" 被一
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个关于 �的二次函数所控制，其二次项系数为负

Lu" = Lu + "L(e�x1) ≤ 0 + "e�x1(−�2a11 + �b1) ≤ "e�x1(−�2� + �‖b‖L∞(Ω)).

所以当 �充分大时,就有 Lu" < 0在 Ω内恒成立。据断言知 max
Ω

u" = max
)Ω

u". 而 " > 0,所以

max
Ω

u ≤ max
Ω
(u + "e�x1) = max

Ω
u" = max

)Ω
u" ≤ max

)Ω
u +max

)Ω
"e�x1 .

令 " → 0+,我们得到要证的结论 max
Ω

u = max
)Ω

u.

接下来只要证明断言。反证法：若存在内点 𝒙0 ∈ Ω使得 u(𝒙0) = max
Ω

u. 那么有

)iu(𝒙0) = 0 (1 ≤ i ≤ d), Hessian方阵∇2u(𝒙0) ≤ 0 (半负定) ⇒ )2i u(𝒙0) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ d.

若 aij是对角阵，则我们已经证得想要的结论：因为此时可以结合 aii ≥ �得到 Lu(𝒙0) = −aii)2i u ≥ 0,
从而 Lu ≥ 0在 Ω内恒成立，与断言的假设矛盾。一般情况下，由于 {aij}是严格正定的实对称方
阵，那么就存在正交方阵 𝐎 = {oij}使得

𝐎A𝐎⊤ = Λ, Λ = diag (�1,⋯ , �d), �i ≥ �, 1 ≤ i ≤ d.

同时，我们也作对应的变量替换 𝒚 = 𝒙0 +𝐎(𝒙 − 𝒙0)得到

)xiu =
∑

k
oki)yku, )xi)xju =

∑

k,l
oki()ykylu)olj.

所以在 𝒙0 处，我们算得

Lu(𝒙0) = −aij)xi)xju = −(okiaijolj))yk)ylu = −
d∑

k=1
�k)2yku ≥ 0,

这又与断言的假设矛盾。

若 L的系数满足 c ≥ 0,我们仍然可以证明与推论4.1.2类似的结论，证明方法与定理4.3.1完全
一样，此处略去。

定理 4.3.2 (c ≥ 0的弱极大值原理). 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), c ≥ 0在 Ω内恒成立。

• 若 Lu ≤ 0在 Ω内恒成立，则 max
Ω

u ≤ max
)Ω

u+. 即 u的非负最大值在边界上达到。

• 若 Lu ≥ 0在 Ω内恒成立，则 min
Ω

u ≥ −max
)Ω

u−. 即 u的非正最小值在边界上达到。
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特别地，若 Lu = 0在 Ω内恒成立，则有 max
Ω

|u| = max
)Ω

|u|.

对具有形式(4.3.2)的椭圆偏微分算子 L, 我们也可以建立 Hopf 引理和强极值原理。证法与
L = (−∆)的情况仍然完全一致，此处略去。

引理 4.3.3 (Hopf引理). 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), c = 0. 假设

• Lu ≤ 0在 Ω内恒成立；

• 存在边界点 𝒙0 ∈ )Ω使得 u(𝒙0) > u(𝒙)对任意 𝒙 ∈ Ω成立；

• Ω在 𝒙0 处满足内球条件 (interior ball condition),即存在球 B ⊂ Ω使得 𝒙0 ∈ )B.

则
)u

)N
(𝒙0) > 0,其中 N 是球 B在边界点 𝒙0 处的单位外法向量。若 c ≥ 0,则再加条件 u(𝒙0) ≥ 0,仍

然可以保证同样的结论成立。

Hopf引理也可以导出强极值原理

定理 4.3.4 (强极大值原理). 设 Ω ⊂ ℝd 是有界区域, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), c = 0.

(1) 若在 Ω中恒有 Lu ≤ 0,且存在内点 𝒙0 ∈ Ω使得 u(𝒙0) = max
Ω

u,则 u在 Ω内必定是常数。

(2) 若在 Ω中恒有 Lu ≥ 0,且存在内点 𝒙0 ∈ Ω使得 u(𝒙0) = min
Ω

u,则 u在 Ω内必定是常数。

当 c ≥ 0时，我们也有类似结论

定理 4.3.5 (c ≥ 0的强极大值原理). 设 Ω ⊂ ℝd 是有界区域, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), c ≥ 0.

(1) 若在 Ω中恒有 Lu ≤ 0,且存在内点 𝒙0 ∈ Ω使得 u 在 𝒙0 处达到非负最大值,则 u 在 Ω内是
常数。

(2) 若在 Ω中恒有 Lu ≥ 0,且存在内点 𝒙0 ∈ Ω使得 u在 𝒙0 处达到非正最小值, ,则 u在 Ω内是
常数。

据极大值原理，我们可以推出有界区域 Ω 上位势方程 Lu = f 的 Dirichlet 边值（即给定
u|)Ω = g时）问题解的唯一性和对边值的连续依赖性（证明类似于习题4.2.4），而当边值条件变为
Neumann条件时，即使Neumann边值恒为零，方程也可能有非零解，因此极大值原理在Neumann
边界条件下一般不成立、而当给定 Robin 边值条件 ( )u

)N
+ �(𝒙)u)|)Ω = g 时，若给定函数 � 恒正，

则我们也可以证得与习题4.2.4的极大值估计。这里我们对 L = −∆+ c(𝒙)的情况证明如下结论，其
中 c ≥ 0.

命题 4.3.6. 设 Ω ⊂ ℝd 是有界区域, c(𝒙) ≥ 0有界，�(𝒙) ≥ �0 > 0. 若 u ∈ C2(Ω) ∩C1(Ω)是如下方
程的解

−∆u + c(𝒙)u = f(𝒙) in Ω, ( )u
)N

+ �(𝒙)u)
|||||||)Ω

= g(𝒙), (4.3.4)

其中 f, g 均为连续函数。则有 max
Ω

≤ C(max
)Ω

|g| +max
Ω

|f|),其中常数 C > 0仅依赖于 d, �0,Ω的

直径。
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证明. 令 G ∶= max
)Ω

|g|, F ∶= max
Ω

|f(𝒙)|. 我们先设法构造出满足 −∆w + c(𝒙)w ≤ 0的辅助函数 w

使得我们能够运用极大值原理（至少能用定理4.3.2）的结论。今不妨设 Ω直径为 D 且包含原点，
令 w(𝒙) = u(𝒙) − z(𝒙)，我们希望它满足

−∆w + cw ≤ f − F(≤ 0) in Ω, )w
)N

+ �(𝒙)w ≤ g − G(≤ 0) on )Ω. (4.3.5)

这就要求 Ω上有 −∆z + c(𝒙)z ≥ F 以及边界 )Ω上有 )z

)N
+ �(𝒙)z ≥ G. 注意到 ∆(|𝒙|2) = 2d,所以

为了凑出 F,我们待定 z(𝒙) = F

2d
(D2 − |𝒙|2) +A，其中 A ≥ 0是一个待确定的常数。这样假设是因

为它既能凑出 F（来自 −∆z项）又能保证加上 cz之后不产生新的负项抵消 F 的作用。接下来我
们通过边界条件确定 A,直接计算得

)z
)N

+ �(𝒙)z = − F
2d
(2𝒙 ⋅N) + �(𝒙) ( F

2d
(D2 − |𝒙|2) + A)

≥ − F
2d
(|𝒙|2 + 1) + �0A ≥ − F

2d
(d2 + 1) + �0A.

所以我们如果取 A = 1

�0
(G + F

2d
(d2 + 1)), 我们便能构造出想要的辅助函数。现在这样构造出的

w ∶= u − z 用定理4.3.2得到 w(𝒙) 的非负的最大值一定在边界 Ω 取到，不妨设该点作 𝒙0，从而
)w

)N
(𝒙0) ≥ 0. 但另一方面我们又有

)w
)N

(𝒙0) ≤
)w
)N

(𝒙0) + �(𝒙0)w(𝒙0) ≤ 0,

这导致 w(𝒙0) ≤ 0,从而 w ≤ 0在 Ω上恒成立，从而 u ≤ z ≤ C(G + F)在 Ω上恒成立。

作为推论，我们可以得到(4.3.6)解的唯一性和对源项、系数、边值的连续依赖性。

推论 4.3.7. 设Ω ⊂ ℝd是有界区域, ci(𝒙) ≥ 0有界，�i(𝒙) ≥ �0 > 0, (i = 1, 2). 若 ui ∈ C2(Ω)∩C1(Ω)
是如下方程的解

−∆ui + ci(𝒙)ui = fi(𝒙) in Ω, (
)ui
)N

+ �i(𝒙)u)
|||||||)Ω

= gi(𝒙), (i = 1, 2) (4.3.6)

其中 fi, gi 均为连续函数。则有

max
Ω

|u1 − u2| ≤ C [max
)Ω

|g1 − g2| +max
)Ω

|�1 − �2| +max
Ω

|f1 − f2| +max
Ω

|c1 − c2|] .

其中常数 C > 0仅依赖于 d, �0,Ω的直径和 fi, gi 的最大值。

注记 4.3.1. 本小节的最后，我们要说明极大值原理并非证明位势方程唯一性和对边值、源项的连
续依赖性的唯一方法。例如，若考虑对应的齐次方程边值问题（f = g = 0的情况），我们可以采
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用能量法来证明方程解的唯一性，即方程两边乘以 u然后分部积分得到结论，读者可以自行思考
如何证明。事实上，能量方法和极值原理的方法各有优劣之处。后者的好处是直接给出了逐点的

估计，而前者只能证得 L2型的积分估计，不够精细。而后者的坏处是过度依赖微分算子是二阶椭
圆算子，且方程的解必须的古典解，前者在使用时可以继续对方程求导，从而求得高阶导数的估

计，这是极值原理难以做到的。最后，笔者强调并非所有类型的二阶偏微分方程都有极大值原理，

例如第3.1.2节的共振现象就否定了波动方程的极大原理，对波动型方程做逐点估计也基本只有靠
Sobolev嵌入定理强行转化为高阶导数的能量估计（问题C.1.7），但正是这个想法催生了双曲偏微
分方程独特的研究工具——交换向量场方法（由 Christodoulou和 Klainerman给出），即以“更适
配于波方程光锥的”向量场替代普通导数 )t, )xi，在保证 Sobolev嵌入定理阶数正确的情况下，把
不等式中的常数 C 给“加强”为关于时间、空间的衰减因子，这是研究拟线性波动方程长时间行
为非常有力的工具。例如真空 Einstein 方程在平直时空 (Minkowskian) 附近的小扰动整体稳定性
的证明1就是由该方法派生出的一大杰作。关于非线性波动方程的基本理论，可在具有一定傅立叶

分析、实分析、泛函分析的基础上阅读如下讲义

• Jonathan Luk. Introduction to Nonlinear Wave Equations, Stanford University. https://web.

stanford.edu/~jluk/NWnotes.pdf

• Qian WANG. Lectures on Nonlinear Wave Equation, University of Oxford. https://people.

maths.ox.ac.uk/wangq1/Lecture_notes/nonlinear_wave_9.pdf

4.3.2 *Harnack不等式：对数梯度估计

极大值原理给出了椭圆方程解的极值估计，接下来我们想进一步控制解的振幅。本节证明Har-
nack不等式：在远离边界的有界子区域中，Lu = 0的非负解的最小值和最大值是可比较的。

定理 4.3.8 (Harnack不等式). 设 0 ≤ u ∈ C2(Ω)是方程 Lu = 0在 Ω内的解，其中算子 L 具有形
式(4.3.2). 设 V ⋐ Ω是连通自己。则存在常数 C > 0(仅依赖 V 和 L的系数)使得如下不等式成立

sup
V
u ≤ C inf

V
u.

与调和函数的 Harnack 不等式 (定理4.2.6) 相比，我们现在不再有平均值原理这一重要性质，
从而定理4.2.6的“滚球法”证明不再奏效。接下来我们介绍证明 Harnack不等式的一般方法：对
数梯度估计 (logarithmic gradient estimates).

1这个结论的原始证明是 1993年由 Demetrios Christodoulou和 Sergiu Klainerman完成的，全文超过 600页，作为
专著发表 “The Global Nonlinear Stability of the Minkowski Space (PMS-41)”, Princeton University Express. 后来 Hans
Lindblad和 Igor Rodnianski注意到真空 Einstein方程在调和度规 (harmonic gauge)下可以写成带有“弱零条件 (weak
null condition)”的拟线性波动方程组，从而将证明缩短到 77页，见Hans Lindblad, Igor Rodnianski: The global stability
of Minkowski space-time in harmonic gauge, Annals of Mathematics, 171(3), 2010, 1401-1477.

https://web.stanford.edu/~jluk/NWnotes.pdf
https://web.stanford.edu/~jluk/NWnotes.pdf
https://people.maths.ox.ac.uk/wangq1/Lecture_notes/nonlinear_wave_9.pdf
https://people.maths.ox.ac.uk/wangq1/Lecture_notes/nonlinear_wave_9.pdf
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接下来我们不妨假设 u > 0, 否则考虑加上一个常值小扰动 u + " > 0. 给定 V ⋐ Ω, 我们希望
证明存在 C > 0使得 u(𝒙) ≤ Cu(𝒚)对任意 𝒙,𝒚 ∈ V 成立. 而这个不等式等价于说 | ln u(𝒙)

u(𝒚)
| ≤ C′ 对

某个常数 C′ > 0成立。现在再 (对函数 g(t) ∶= lnu(t𝒙 + (1 − t)𝒚))用微积分基本定理和链式法则
得到下式（这种写法以后还会经常用到）

ln
u(𝒙)
u(𝒚)

= lnu(𝒙) − lnu(𝒚) = g(1) − g(0) = ∫
1

0
g′(t) dt = (𝒙 − 𝒚) ⋅ ∫

1

0
∇ lnu(t𝒙 + (1 − t)𝒚) dt,

所以问题就转化为证明存在常数 C′′ > 0使得 sup
V
|∇ lnu| ≤ C′′. 这也说明了为什么我们将接下来

要展现的证明方法命名为“对数梯度估计”。

有的人也许会问：为什么我们非要将 Harnack不等式的证明转化为对数函数的估计呢？事实
上我们可以考虑一个特殊情况，即调和函数的Harnack不等式。若 u的调和函数，则 v ∶= lnu就
满足 −∆v = |∇v|2,再令 w = |∇v|2 可得 ∆w + 2∇w ⋅∇v = 2|∇2v|2. 所以问题就转化为对 v作内梯
度估计，从而可以用习题4.3.3的方法来完成证明，这些步骤是完全不依赖平均值原理的。

为了免去不必要的麻烦，接下来我们假设 bi = c = 0, u > 0来证明 Harnack不等式。在证明
的末尾，我们会以调和函数的 Harnack不等式为例，稍加解释辅助函数选取的方法。

证明. 设 bi = c = 0, u > 0. 令 v = lnu,则直接计算可得

u = ev, )iu = ev)iv, )i)jv = ev()iv)jv + )i)jv),

代入 Lu = 0 得到 aij()i)jv + )iv)jv) = 0 在 Ω 中成立。现在令 w ∶= aij)iv)jv , 则上式表明
w = −aij)i)jv. 接下来我们作出断言

断言. 令 bk ∶= −2akl)lv. 则

−akl)k)lw + bk)kw ≤ −�
2

2 |∇
2v|2 + C|∇v|2. (4.3.7)

断言的证明包含巨量的无聊计算，我们暂时先跳过它来看看断言成立之后能推出什么。

今选取光滑截断函数 � ∈ C∞
c (Ω)满足 0 ≤ � ≤ 1, �|V = 1,并定义辅助函数 z = �4w 将 w 的取

值局限在 V 里面。假设 z在某点 𝒙0 ∈ Ω取得最大值，从而对 1 ≤ k ≤ d有 )kw(𝒙0) = 0,从而

0 = )kz = �4)kw + 4�3w)k� ⇒ �)kw + 4()k�)w = 0,

以及

)k)lz = �4)k)lw + 4�3)l�)kw + 12�2)l� + )k�w + 4�3)k)l�w + 4�3)k�)lw.
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接下来计算

− akl)k)lz + bk)kz

=�4
(
−akl)k)lw + bk)kw

)
− 12akl(�2)l�)k�)w − 4akl(�3)k�))lw − 4akl�3)k)l� w + 4bk�3)k� w

=�4
(
−akl)k)lw + bk)kw

)
+ O

(
�3|∇w| + �2w + |∇v|�3w

)

其中最后一项中的 |∇v|是由不等式 |bk| ≤ C|∇v|给出的。

在 𝒙0 ∈ Ω处，我们有 )kz = 0, −akl)k)lz ≥ 0 (因为 Hessian矩阵 ∇2z是半负定的),所以得到

0 ≤ �4
(
−akl)k)lw + bk)kw

)
+ C′ (�3|∇w| + �2|w| + |∇v|�3|w|

)
. (4.3.8)

据(4.3.7), (4.3.8)以及一致椭圆条件，得到

0 ≤ �4(−�
2

2 |∇
2v|2 + C|∇v|2) + C′ (�3|∇w| + �2|w| + |∇v|�3|w|

)
, at 𝒙0.

由于 w = −aij)i)jv,我们实际上得到

�4w2 ≤ C′′ (�4|∇v|2 + �3|∇w| + �2w + �3|∇v|w
)
, at 𝒙0 (4.3.9)

接下来我们分析如上不等式的右边

• �3|∇v|w = (�2|∇v|)�w ≤ "w�4|∇v|2+wC"�2 ≤
"
�
�4w2+C(")w�2. 此处我们用了带 "的 Young

不等式,以及 �|∇v|2 ≤ w,它由 w = aij)iv)jv 得到.

• �4|∇w|. 回忆我们有 �)kw + 4)k�w = 0,它表明 |�∇w| ≤ C|w|,从而 �3|∇w| ≤ C�2|w|.

• �4|∇v|2 ≤ �2|∇v|2 ≤
�2w
�
.

把上述估计代入 (4.3.9),得到存在常数 C1, C2 > 0, " > 0,使得在 𝒙0处成立 �4w2 ≤ C1"�4w2+C2�2w.
今选取 " < 1

2C1
,得到

�4w2 ≤ 2C2�2w ⇒ z = �4w ≤ 2C2�2 ≤ 2C2, at 𝒙0.

由于 z = �4w 在 𝒙0 达到最大以及 �|V = 1,结合 w ≥ �|∇v|2 知存在 C0 > 0满足 |∇v| ≤ C0.

接下来只需证明断言成立。直接计算可得

)lw = )laij()iv)jv) + 2aij)l)iv )jv, )k)lw = 2aij)l)iv)k)jv + 2aij)k)l)iv )jv + R

其中 R ∶= )k)laij )iv )jv+2)laij)k)iv )jv+2)kaij)l)iv)jv,其满足：对 " > 0,成立 |R| ≤ C(|∇v|2 +
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|∇v||∇2v|) ≤ "|∇2v|2 + C(")|∇v|2. 因此现在得到

−akl)k)lw = −R − 2aklaij()l)iv)()j)kv) − 2aklaij)k)l)iv )jv. (4.3.10)

该式的第一项可以由一致椭圆条件控制，因为系数矩阵 {aij}是严格正定的实对称方阵，故存在方
阵 P 使得 {aij} = P⊤P,进而有 aklaij()l)iv)()j)kv) = (∇2v ⋅ P) ⋅ (∇2v ⋅ P)⊤ ≥ �2|∇2v|2. (4.3.10)中的
第二项包含了三阶导数，我们可以利用 w = akl)k)lv 将其降阶：

−aklaij)k)l)iv )jv = − aij)jvalk)i)k)lv = −aij)jv
(
)i(akl)k)lv) − )ialk)k)lv

)

= − aij)jv()iw − )ialk)k)lv) = −12b
i)iw + aij)ialk)jv)k)lv.

我们把上述两项代入(4.3.10),并结合 |R|的估计，就得到

− akl)k)lw + bk)kw ≤ |R| − �2|∇v|2 + |aij)ialk)jv)k)lv|

≤ |R| − �2|∇2v|2 + C|∇v||∇2v| ≤ "|∇2v|2 + C(")|∇v|2 − �2|∇2v|2

≤ − �2
2 |∇

2v|2 + C(")|∇v|2,

其中我们用到了带 "的 Young不等式，并取 " ∈ (0, �
2

2
)把带 "的项吸收掉。断言证毕。

注记 4.3.2 (辅助函数 �4w 的选取). 读者也许会问为什么在辅助函数里面把 � 的幂次取成 4，而
不是像内梯度估计（习题4.3.3）那样取成 2或者是其它幂次？这也许可以从调和函数 Harnack不
等式的证明里面看出来。今假设 L = −∆u, Ω = B(𝟎, 1), V = B(𝟎, 1

2
)，设有光滑截断函数 ' 满足

0 ≤ ' ≤ 1, '|V = 1,我们计算 ∆('w)得到

∆('w) + 2∇w ⋅∇('w) = 2'|∇2v|2 + 2(∇') ⋅ (∇2v) ⋅ (∇v)⊤ + 2w∇' ⋅∇v + (∆')w

≥ '|∇2v|2 − 2|∇'||∇v|3 + (∆' −
4|∇'|2

' ) |∇v|2.

若选取 ' = �4 并结合不等式 |∇2v|2 ≥
d∑

i=1
)2i v ≥ 1

d
(∆v)2 = |∇v|4

d
= w2

d
则可以证明 ∆('w) + 2∇w ⋅

∇('w)具有不依赖 v 的下界（因为下式第一行右边诸项皆为 �|∇v|的幂次，且是首项系数为正的
四次多项式，故一定有下界）

∆(�4w) + 2∇w ⋅∇(�4w) ≥ 1
d
�4|∇v|4 − 8�3|∇�||∇v|3 + 4�2(�∆� − 13|∇�|2)|∇v|2

t=�|∇v|
⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐⇐ 1

2d
�4w2 + t4

2d
− 8|∇�|t3 + 4(�∆� − 13|∇�|2)t2 ≥ −C′ ∀t ∈ ℝ.
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我们现在保留
1

2d
�4w2这项是因为最终我们要估计 �4w的最大值。假设 �4w在内点 𝒙0 ∈ B1取

到最大值，那么有 ∇(�4w) = 0以及 ∆(�4w) ≤ 0在 𝒙0 处成立，进而得到 �4w2(𝒙0) ≤ 2C′d. 这个 C′

现在依赖于维数 d 和截断函数 �. 若 w(𝒙0) ≥ 1,则 �4w2(𝒙0) ≤ 2C′d;否则我们有 �4w(𝒙0) ≤ �4(𝒙0).
所以无论如何都存在只依赖维数的常数 C > 0使得 �4w ≤ C 在 B1 中恒成立。

如果我们将 ' = �4 换成 �2,则会算出

∆(�2w) + 2∇w ⋅∇(�2w) ≥ 1
d
�2|∇v|4 − 4�|∇�||∇v|3 + 2�∆�|∇v|2−16|∇�|2|∇v|2.

这样的话，上述不等式右边就不再是 t′ ∶=
√
�|∇v|的多项式（因为出现了带下划线的项），进而

不能保证不等式右边有不依赖 v 的下界估计。

习题 4.3

本节习题均假设 Ω ⊂ ℝd 是边界光滑的有界区域。

习题 4.3.1. 设 u是方程 −aij)i)ju = 0在 Ω内的光滑解，系数 aij ∈ C1(Ω). 证明：

max
Ω

|∇u| ≤ C(max
)Ω

|∇u| +max
)Ω

|u|).

提示：令 v = |∇u|2 + �u2,选取充分大的 �使得 Lv ≤ 0在 Ω中恒成立。

习题 4.3.2. 设 u是方程 −aij)i)ju = f in Ω, u|)Ω = 0的光滑解，其中 f 有界。固定 𝒙0 ∈ )Ω，我
们称 C2 函数 w 是 𝒙0 处的闸函数 (barrier function)是指 w 满足如下条件：

Lw ≥ 1 in Ω, w(𝒙0) = 0, w ≥ 0 on )Ω.

证明：若 w 是 𝒙0 处的一个闸函数，则存在常数 C > 0使得 |∇u(𝒙0)| ≤ C| )w
)N
(𝒙0)|.

习题 4.3.3 (内梯度估计). 设 u ∈ C3(B1) ∩ C1(B1)是单位球 B1 内的调和函数。不用平均值原理证
明：存在常数 C > 0,使得 max

B 1
2

|∇u| ≤ Cmax
)B1

|u|成立。

提示：选取辅助函数 ' = �2 ∈ C2
c (B1)使得存在 C′ > 0满足不等式 ∆('|∇u|2) ≥ −C′|∇u|2,其

中 � 如注记4.3.2中那样定义。然后再用 ∆(u2) = 2|∇u|2 得到结论。

习题 4.3.4. 证明推论4.3.7.

习题 4.3.5. 设 ui ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) (i = 1, 2)是如下方程的解

−∆ui + ci(𝒙)ui = 0 in Ω, ui|)Ω = gi(𝒙).

若 c2(𝒙) ≥ c1(𝒙) ≥ 0和 g2(𝒙) ≥ g1(𝒙) ≥ 0恒成立，证明：u1(𝒙) ≥ u2(𝒙)在 Ω上恒成立。
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提示：先证明 ui ≥ 0,再考虑 u1 − u2 满足的方程和边值条件。

习题 4.3.6. 设 B ⊂ ℝd 是单位球，u ∈ C2(B)不恒为零且满足 u(𝟎) = 0. 证明：对任意 � > 0,存在
𝒙0 ∈ B使得 ∆u(𝒙0) < �u(𝒙0).

提示：反证法，然后用定理4.3.5.

习题 4.3.7. 设空间维数 d ≥ 2,点 𝒙0 ∈ )Ω,函数 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω∖{𝒙0})满足如下方程

−∆u = f in Ω, u|)Ω∖{𝒙0} = g.

这里 f, g分别为 Ω, )Ω上的连续函数。

(1) 证明有界解的唯一性。
(2) 若 f = 0,且存在常数 M0 > 0使得 lim

𝒙→𝒙0
|u(𝒙)| ≤ M0. 证明:

sup
Ω
|u(𝒙)| ≤ max {M0, sup

)Ω∖{𝒙0}
|g(𝒙)|} .

提示：(1)只用证明齐次方程 (f, g皆为零)时方程的有界解必为零,为此在 Ω∖B(𝒙0, �)上考虑
辅助函数 w(𝒙) = "|𝒙− 𝒙0|2−d ± u(𝒙) (d ≥ 3)或 w(𝒙) = "(lnD − ln |𝒙− 𝒙0|) ± u(𝒙),其中 D 为区域
Ω的直径。之后依次令 � → 0, " → 0. (2)在 Ω∖B(𝒙0, �)上用极值原理，再令 � → 0.

问题 4.3

问题 4.3.1. 设 BR = B(𝟎, R) ⊂ ℝ2,半径 R < 1. 考虑如下方程

∆u =
x22 − x21
2|𝒙|2

⎛
⎜
⎝

4
√
− ln |𝒙|

+ 1

2(− ln |𝒙|)
3
2

⎞
⎟
⎠

其中右端项在 BR 上连续 (如果将设它在原点处取值为 0). 令 u(𝒙) ∶=
√
− ln |𝒙|(x21 − x22).证明：

(1) u ∈ C(BR)∩C∞(BR∖{𝟎})在 BR∖{𝟎}中满足上述方程，且在边界 )BR上有 u =
√
− lnR(x21−x

2
2).

(2) lim
|𝒙|→0

)21u = ∞,进而得到 u ∉ C2(BR).

问题 4.3.2. 证明：问题4.3.1中的方程没有属于 C2(BR)的古典解。
提示：反证法，若存在这样的古典解 v ∈ C2(BR),则考虑w = u−v,其中 u的定义如问题4.3.1所

述。可见 w是调和函数，且在去心圆盘 BR∖{𝟎}上有界，利用定理4.2.12将其延拓为整个圆盘上的
调和函数，从而属于 C2(BR). 这与问题4.3.1的结论矛盾。
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第五章 位势方程的求解与 Schauder估计

在第三章，我们对特殊区域内的调和函数进行了显式求解。本章将讨论非齐次方程（又称位

势方程、泊松方程）在全空间 ℝd 以及如下 Dirichlet边值问题的解法

−∆u = f in Ω, u|)Ω = g.

前者的解最终可以写作非齐次项 f与 (−∆)算子基本解Φ的卷积，后者的解则可以借助格林函数表
示，而格林函数的一个实例则是静电学中的“电像法”。本章的后三节（目前还处于放鸽子的状态）

则讨论位势方程在 Hölder 连续函数空间的 C2,� 正则性估计以及 Dirichlet 边值问题解的存在性。
之所以选用Hölder连续函数空间，是因为我们可以证明类似于“f ∈ C0,� ⇒ u ∈ C2,� (� ∈ (0, 1))”
的提高二阶正则性的结论，这与方程 −∆u = f是“二阶”偏微分方程这一事实相契合。另一方面，
在问题4.3.1-4.3.2中我们也证明了 � = 0时，f ∈ C(Ω)未必能推出解 u ∈ C2(Ω).

5.1 欧氏空间情况的求解

设 Ω = ℝd,本节将证明 −∆u = f 的古典解就是基本解 Φ和非齐次项 f 的卷积。

定理 5.1.1 (ℝd 中的位势方程). 设维数 d ≥ 2. 给定 f ∈ C2
c (ℝd),定义 u(𝒙)如下

u(𝒙) = ∫
ℝd

Φ(𝒙 − 𝒚)f(𝒚) d𝒚 =
⎧

⎨
⎩

− 1

2�
∫ℝ2 ln(|𝒙 − 𝒚|)f(𝒚) d𝒚 d = 2
1

d(d−2)�(d)
∫ℝd

f(𝒚)

|𝒙−𝒚|d−2
d𝒚 d ≥ 3

.

则

(1) u ∈ C2(ℝd),

(2) −∆u = f 在 ℝd 中恒成立。

证明. (1)的证明并不困难，这是因为 f 本身已经具有 C2 的可微性，所以我们可以直接将导数求

163
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到卷积里面的 f 上面. 事实上，我们有

u(𝒙) = ∫
ℝd

Φ(𝒙 − 𝒚)f(𝒚) d𝒚 == ∫
ℝd

Φ(𝒚)f(𝒙 − 𝒚) d𝒚,

进而
u(𝒙 + ℎ𝐞i) − u(𝒙)

ℎ
= ∫

ℝd

Φ(𝒚)
f(𝒙 + ℎ𝐞i − 𝒚) − f(𝒙 − 𝒚)

ℎ
.

由于 f ∈ C2
c (ℝd)具有紧支集，所以我们有

f(𝒙 + ℎ𝐞i − 𝒚) − f(𝒙 − 𝒚)
ℎ

一致收敛
,,,,,,,→ )xif(𝒙 − 𝒚) in ℝd, as ℎ → 0,

这样的话我们就可以把积分号 ∫和 lim
ℎ→0
交换:

)xiu(𝒙) = ∫
ℝd

Φ(𝒚))xif(𝒙 − 𝒚) d𝒚,

类似地，对任意 1 ≤ i, j,≤ d,我们有

)xi)xju(𝒙) = ∫
ℝd

Φ(𝒚))xi)xjf(𝒙 − 𝒚) d𝒚,

该式作为 𝒙变量的函数是连续函数。

接下来证明 u是 ℝd 中位势方程的解。需注意的是，当我们把 Laplace算子作用在卷积式子上
的时候，我们需要分部积分两次，将 Laplace算子转移到基本解 Φ上（因为我们已知 −∆Φ = 0在
原点以外的区域成立），但是 Φ 本身在原点处具有奇性，所以我们在分部积分之前需要挖掉原点
的一个小邻域 B(𝟎, "),然后单独估计 )B(𝟎, ")上的曲面积分。

今将 ∆u拆分成靠近原点和远离原点的两部分，分别记作 I", J"

∆u(𝒙) = ∫
B(𝟎,")

Φ(𝒚)∆𝒙f(𝒙 − 𝒚) d𝒚 + ∫
ℝd∖B(𝟎,")

Φ(𝒚)∆𝒙f(𝒙 − 𝒚) d𝒚 =∶ I" + J".

首先我们可以证明靠近原点的部分，即 I",具有小性。事实上我们有

|I"| ≤ max
ℝd

|∆f| ⋅ ∫
B(𝟎,")

|Φ(𝒚)| d𝒚 ≤
⎧

⎨
⎩

C"2| ln "| d = 2

C"2 d ≥ 3
.
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这里 ∫B(𝟎,") |Φ(𝒚)| d𝒚的阶数可以通过积分的极坐标表示 (引理B.2.1)计算出来，以 d ≥ 3为例有：

∫
B(𝟎,")

|Φ(𝒚)| d𝒚 =∫
"

0
∫
)B(𝟎,1)

�d−1 1
d(d − 2)�(d)

�2−d

⏟⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⏟
=Φ|{|𝒙|=�}

dS𝒙 d�

= Area()B(𝟎, 1))
⏟⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⏟

d�(d)

⋅ 1
d(d − 2)�(d)

∫
"

0
� d� = "2

2(d − 2)
.

对 J",我们希望通过分部积分将 ∆算子转移到 Φ上。第一次分部积分可得

J" =∫
ℝd∖B(𝟎,")

Φ(𝒚)∆𝒚f(𝒙 − 𝒚) d𝒚

= − ∫
ℝd∖B(𝟎,")

∇Φ(𝒚) ⋅∇𝒚f(𝒙 − 𝒚) d𝒚 + ∫
)B(𝟎,")

Φ(𝒚)
)f
)�
(𝒙 − 𝒚) dS𝒚

= ∶ K" + L".

这里 �是 )B(𝟎, ")的单位内法向量,因为它实际上是外区域 ℝd∖B(𝟎, ")的单位外法向量. 由于 Φ是
径向函数, |)f| 又关于 " 一致有界（因为 f 是紧支连续函数，所以必有界），那么我们可以期待
L" 也具有小性：因为球面 )B(𝟎, ")的面积是 O("d−1)阶,而基本解在球面 )B(𝟎, ")的阶为 O(ln ")或
O("2−d).

|L"| ≤ max
ℝd

|∇f| ⋅ ∫
)B(𝟎,")

|Φ(𝒚)| d𝒚 ≤
⎧

⎨
⎩

C"| ln "| d = 2

C" d ≥ 3
.

对 K",我们再次分部积分，内部项因为 ∆Φ = 0而消失，所以只需分析边界项。

K" =∫
ℝd∖B(𝟎,")

∆Φ(𝒚)
⏟⏟⏟

=0

f(𝒙 − 𝒚) d𝒚 − ∫
)B(𝟎,")

)Φ
)�

(𝒚)f(𝒙 − 𝒚) dS𝒚

= − ∫
)B(𝟎,")

)Φ
)�

(𝒚)f(𝒙 − 𝒚) dS𝒚.

现在我们对该曲面积分作进一步化简。由于 B(𝟎, ")是一个球体，所以它边界上 𝒚 ∈ )B(𝟎, ")这一
点处的单位内法向量可以显式写出，即 �(𝒚) = − 𝒚

|𝒚|
= −𝒚

"
. 注意，这里第一个等号成立是因为法向

量的方向恰好就是径向，而第二个等号成立是因为这个球面的半径是 ". 而在 )B(𝟎, ")上，我们可
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以显式计算
)Φ

)�
(𝒚)如下（以 d ≥ 3为例，d = 2时计算结果是一样的）:

)yiΦ(𝒚) =
1

d(d − 2)�(d)
⋅ (2 − d) ⋅ 1

|𝒚|d−1
⋅
yi
|𝒚|

= −
yi

d�(d)|𝒚|d
∀𝒚 ≠ 𝟎,

从而

∇Φ(𝒚) = − 1
d�(d)

𝒚
|𝒚|d

= − 1
d�(d)

𝒚
"d

∀𝒚 ∈ )B(𝟎, ").

这样的话 K" 里面的被积函数可以化简为

)Φ
)�

(𝒚) = � ⋅∇Φ(𝒚) = 1
d�(d)"d−1

on )B(𝟎, ").

由于 d�(d)"d−1恰好等于球面 )B(𝟎, ")的表面积,所以 K" 实际上就是 −f在球面 )B(𝒙, ")上的积分
平均值。当半径 " → 0+ 时，据 f 的连续性，该积分平均收敛到被积函数在球心处的取值，即

K" = −⨏
)B(𝟎,")

f(𝒙 − 𝒚) dS𝒚 = −⨏
)B(𝒙,")

f(𝒚) dS𝒚 → −f(𝒙), as " → 0+.

注记 5.1.1 (唯一性). 我们并不能得出 ℝd 上的位势方程 −∆u = f的解具有唯一性（哪怕假设解是
有界的），这是因为只要 u是这个方程的解，那么对任意 A, B ∈ ℝ, u(𝒙) + Ax1 + B 也是同一个方
程的解。

注记 5.1.2 (“基本解”的理解). 事实上，基本解 Φ可以视作 ℝd 中的方程 −∆Φ = �的解（在分布
意义下），其中 � 为原点处的 Dirac delta“函数”，它实际上是卷积运算的单位元，即 � ∗ f = f.
从这个角度看，我们很容易得到位势方程的解为

−∆u(𝒙) = ∫
ℝd

−∆𝒙Φ(𝒙 − 𝒚)f(𝒚) d𝒚 = (� ∗ f)(𝒙) = f(𝒙).

严格的理论则需要引入“分布”（或称“广义函数”）这个概念来叙述，见 Stein[16,第三章]。

注记 5.1.3 (物理实例). 物理上，位势方程的解有如下例子对应

• 基本解 Φ可以视作原点处的点电荷产生电场的静电势函数 (可能需要乘以某些常数).

• 不可压缩无旋流体的势函数。这里说流体是不可压缩的是指 ∇ × 𝐯 = 0, 即为连续性方程
)t� + ∇ ⋅ (�𝐯) = 0中密度 � 等于常值的情况。而速度场无旋则表明 ∇ × 𝐯 = 𝟎,等价地我们
可以将无旋场写成势函数的梯度，即 𝐯 = ∇�. 这样的话 ∇ ⋅ 𝐯 = 0就等价于 ∆� = 0.

• 重力位势，它往往在自引力星体 (self-gravitational star/planet)的运动方程里面出现，其满足
∆� = −4�G�,其中 G > 0是引力常数，�是星体的密度。
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习题 5.1

习题 5.1.1 (Poisson方程边值问题的均值公式). 设 u在球 B(𝟎, r) ⊂ ℝd (d ≥ 3)内满足位势方程

−∆u = f in B(𝟎, r), u = g on )B(𝟎, r).

模仿平均值原理 (定理4.2.1)的证明方法，证明：

u(𝟎) = ⨏
)B(𝟎,r)

g dS + 1
d(d − 2)�(d)

∫
B(𝟎,r)

( 1
|𝒙|d−2

− 1
rd−2

)f(𝒙) d𝒙.

5.2 边值问题的格林函数方法

在第三章，我们讨论了在特殊区域如何求解给定 Dirichlet边值的调和函数，而本节则考虑在
一般区域 Ω ⊂ ℝd 内求解位势方程

−∆u = f in Ω, u|)Ω = g. (5.2.1)

当 Ω是二维平面上的圆盘时，我们也许可以找到函数 �使得 −∆� = f. 这样的话 u− �就是 Ω内
的调和函数，进而可以显式求解。例如考虑方程

∆u = x2 + y4 in B(𝟎, 1) ⊂ ℝ2, u|)B(𝟎,1) = 0.

我们不难发现 ∆(x
4

12 +
y6

30
⏟⎴⏟⎴⏟

=∶�

) = x2 + y4,所以就只要求解

∆(u − �) = 0, u − �|)B(0,1) = −x
4

12 −
y6

30 ,

而该方程可以在极坐标下得到显式解。

然而对一般区域 Ω,我们很难找到“特解”�使得 −∆� = f,所以必须另辟方法求解一般区域
内的位势方程.
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5.2.1 格林函数的形式推导

今假设 Ω ⊂ ℝd 是边界光滑的有界区域，我们希望找到一个比较有普适性的公式来表示如下

位势方程的解

−∆u = f in Ω, u|)Ω = g.

为此，我们回忆第二 Green恒等式 (命题B.1.3(3))

∫
Ω
(u∆v − v∆u) d𝒙 = ∫

)Ω
u )v
)N

− v )u
)N

dS𝒙.

该恒等式可由 ∫Ω u∆v d𝒙和 − ∫Ω v∆u d𝒙各自分部积分一次得到，接下来它将发挥重要作用。

设 u ∈ C2(Ω),固定 𝒙 ∈ Ω并选取充分小的 " > 0使得 B(𝒙, ") ⊂ Ω. 现在我们选取积分区域为
V" ∶= Ω∖B(𝒙, "),第二 Green恒等式中的函数为 u(𝒚)和 Φ(𝒚 − 𝒙),于是有

∫
V"

u(𝒚)∆Φ(𝒚 − 𝒙) − Φ(𝒚 − 𝒙)∆u(𝒚) d𝒚 = ∫
)V"

u(𝒚) )Φ
)N

(𝒚 − 𝒙) − Φ(𝒚 − 𝒙) )u
)N

(𝒚) dS𝒚, (5.2.2)

其中 N 为 )V" 的单位外法向量。

有一个很直接的问题，为什么这样选取被积函数和积分区域？首先，积分区域的选取不难理解，

因为基本解 Φ在原点处具有奇性，在分部积分时需要避开它。而另一方面，我们模仿定理5.1.1的
证明就能发现, (5.2.2)的右端第二项在 " → 0时的极限就是 u(𝒙). 事实上，我们有

∫
)V"

u(𝒚) )Φ
)N

(𝒚 − 𝒙) − Φ(𝒚 − 𝒙) )u
)N

(𝒚) dS𝒚

=∫
)Ω
u(𝒚) )Φ

)N
(𝒚 − 𝒙) − Φ(𝒚 − 𝒙) )u

)N
(𝒚) dS𝒚 + ∫

)B(𝒙,")
u(𝒚))Φ

)�
(𝒚 − 𝒙) − Φ(𝒚 − 𝒙))u

)�
(𝒚) dS𝒚,

以及
|||||||||
∫
)B(𝒙,")

Φ(𝒚 − 𝒙))u
)�
(𝒚) dS𝒚

|||||||||
≤ C"d−1 max

)B(0,")
|Φ| =

⎧

⎨
⎩

C" ln " d = 2

C" d ≥ 3
,

和

∫
)B(𝒙,")

u(𝒚))Φ
)�

(𝒚 − 𝒙) d𝒚 = ⨏
)B(𝒙,")

u(𝒚) dS𝒚 → u(𝒙) as " → 0.

其中 � 是球面 )B(𝒙, ") 的单位内法向量，这是因为 )B(𝒙, ") 作为 )V" 的边界时的定向与它作为

B(𝒙, ")边界时的定向相反。

而在(5.2.2)的左边，第一项里面有 ∆Φ(𝒚− 𝒙) = 0对任意 𝒚 ∈ V" 成立. 所以在(5.2.2)两边取极
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限 " → 0,我们得到

−∫
Ω
Φ(𝒚 − 𝒙)∆u(𝒚) d𝒚 = ∫

)Ω
u(𝒚) )Φ

)N
(𝒚 − 𝒙) − Φ(𝒚 − 𝒙) )u

)N
(𝒚) dS𝒚 + u(𝒙).

我们将 u从第二 Green恒等式中还原出来

u(𝒙) = ∫
)Ω
Φ(𝒚 − 𝒙) )u

)N
(𝒚) − u(𝒚) )Φ

)N
(𝒚 − 𝒙) dS𝒚 − ∫

Ω
Φ(𝒚 − 𝒙)∆u(𝒚) d𝒚. (5.2.3)

但是，从求解位势方程边值问题的角度来看，(5.2.3)式并不是结束，因为这里面 u的Neumann
边值,即 )u

)N
的边值,是未知的。事实上，对位势方程(5.2.1)来说，我们不可能同时施加 Dirichlet边

值和 Neumann边值，否则该问题就变成超定问题，未必存在解。对 Dirichlet边值问题而言，我
们需要进一步化简恒等式(5.2.3),使得未知项 )u

)N
在该式中消失。为此，我们对每个固定的 𝒙 ∈ Ω

可以引进一个修正项 (correct),记作  𝒙(𝒚),其定义为 Φ(𝒚 − 𝒙)|𝒚∈)Ω 在 Ω内部的调和延拓 (作为 𝒚
变量的函数):

⎧

⎨
⎩

−∆ 𝒙(𝒚) = 0 𝒚 ∈ Ω,

 𝒙 = Φ(𝒚 − 𝒙) 𝒚 ∈ )Ω.

据此，我们再用第二 Green恒等式，就得到

−∫
Ω
 𝒙(𝒚)∆u(𝒚) d𝒚 = ∫

)Ω
u(𝒚)

) 𝒙

)N
(𝒚) − Φ(𝒚 − 𝒙) )u

)N
(𝒚) dS𝒚. (5.2.4)

现在我们可以定义格林函数了

定义 5.2.1. 区域 Ω对应的格林函数 (Green’s function)的定义为

G(𝒙,𝒚) ∶= Φ(𝒚 − 𝒙) −  𝒙(𝒚) 𝒙 ≠ 𝒚, 𝒙,𝒚 ∈ Ω.

据此，我们可以用 ∆u, u|)Ω 和格林函数 G 写出 u(𝒙)的表达式

u(𝒙) = −∫
)Ω
u(𝒚))G

)N
(𝒙,𝒚) dS𝒚 − ∫

Ω
G(𝒙,𝒚)∆u(𝒚) d𝒚.

定理 5.2.1 (位势方程 Dirichlet边值问题解的表达式). 若 u ∈ C2(Ω)是如下位势方程的解

−∆u = f in Ω, u|)Ω = g,
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则有

∀𝒙 ∈ Ω, u(𝒙) = −∫
)Ω
g(𝒚))G

)N
(𝒙,𝒚) dS𝒚 + ∫

Ω
G(𝒙,𝒚)f(𝒚) d𝒚. (5.2.5)

注记 5.2.1. 回忆基本解 Φ可以视作欧氏空间中方程 −∆Φ = �0 的解。那么现在格林函数 G (固定
𝒙,作为 𝒚的函数)可以类似地视作如下方程的解

−∆G = �𝒙 in Ω, G|)Ω = 0.

物理上，我们可以想象 Ω是一个导体，其表面接地（对应表面电势 G|)Ω = 0），而在 𝒙 ∈ Ω处有
一个带正电的点电荷，这样的话在 𝒚 ∈ Ω处由该点电荷产生的电势即为 G(𝒙,𝒚).

5.2.2 格林函数的对称性

格林函数具有对称性，这在我们作具体计算时会用到。

命题 5.2.2 (格林函数的对称性). 对任意 𝒙,𝒚 ∈ Ω, 𝒙 ≠ 𝒚,必有 G(𝒙,𝒚) = G(𝒚,𝒙).

证明. 固定 𝒙,𝒚 ∈ Ω, 𝒙 ≠ 𝒚,并取充分小的 " > 0使得 B(𝒙, ")∪B(𝒚, ") ⊂ Ω以及 B(𝒙, ")∩B(𝒚, ") = ∅.
记 v(𝒛) = G(𝒙, 𝒛), w(𝒛) = G(𝒚, 𝒛), 𝒛 ∈ Ω. 则 ∆v = ∆w = 0在 V ∶= Ω∖(B(𝒙, ") ∪ B(𝒚, "))中恒成立，
且在 )Ω上有 v, w = 0. 据第二 Green恒等式，有

∫
V
v(𝒛)∆w(𝒛) − w(𝒛)∆v(𝒛) d𝒛 = ∫

)V
v(𝒛))w

)N
(𝒛) − w(𝒛) )v

)N
(𝒛) dS𝒛.

上式左边等于零。关于右边，我们知道边界 )V 由两部分组成: 区域边界 )Ω 和球面 )B(𝒙, ") ∪
)B(𝒚, "). 由于 v, w 在 )Ω恒为零，所以有

∫
)B(𝒙,")

w(𝒛))v
)�
(𝒛) − v(𝒛))w

)�
(𝒛) dS𝒛 = ∫

)B(𝒚,")
v(𝒛))w

)�
(𝒛) − w(𝒛))v

)�
(𝒛) dS𝒛, (5.2.6)

其中 �是这两个球面的单位内法向量。而 w在 𝒙附近是光滑函数, v(𝒛) = Φ(𝒛−𝒙)− 𝒙(𝒛)中  𝒙(𝒛)
也是光滑函数，所以模仿定理5.1.1的证明过程有

|||||||||
∫
)B(𝒙,")

v(𝒛))w
)�

(𝒛) dS𝒛
|||||||||
≤ C"d−1 max

)B(𝒙,")
|v| =

⎧

⎨
⎩

C" ln " d = 2

C" d ≥ 3
.

另一方面，由于 v(𝒛) = Φ(𝒛 − 𝒙) −  𝒙(𝒛),计算可得

∫
)B(𝒙,")

w(𝒛))v
)�
(𝒛) dS𝒛 = ∫

)B(𝒙,")
w(𝒛))Φ

)�
(𝒙 − 𝒛) dS𝒛 − ∫

)B(𝒙,")
w(𝒛)

) 𝒙

)�
(𝒛) dS𝒛.
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由于  𝒙 在 Ω内是光滑函数, w 也在 𝒙附近光滑，所以上式第二项在 " → 0时收敛到零。因此我
们有

lim
"→0+

∫
)B(𝒙,")

w(𝒛))v
)�
(𝒛) dS𝒛 = lim

"→0+
∫
)B(𝒙,")

w(𝒛))Φ
)�

(𝒙 − 𝒛) dS𝒛 = w(𝒙),

其中最后一步的证明仍然与定理5.1.1的证明类似。

至此，我们证明了当 " → 0 时，(5.2.6)的左边收敛到 w(𝒙). 类似可以证明(5.2.6)右边收敛到
v(𝒚),这就表明 G(𝒚,𝒙) = G(𝒙,𝒚).

5.2.3 两个实例计算

本节我们在半空间和球体这两个特殊区域内计算格林函数的显式表达式。

例 5.2.1 (半空间的格林函数). 在一些特殊区域内，格林函数 G(𝒙,𝒚)的表达式可以显式计算出来。
今考虑区域为半空间的情况

Ω ∶= ℝd
+ = {𝒙 = (x1,⋯ , xd) ∈ ℝd ∶ xd > 0}

记号 5.2.1. 对点 𝒙 = (x1⋯ , xd) ∈ ℝd
+,我们定义它关于 {xd = 0}的对称点为 𝒙̄ ∶= (x1,⋯ , xd−1,−xd).

从定理5.2.1的角度来看，我们只需找到半空间 ℝd
+ 对应的格林函数中那个“修正项” 𝒙 的

表达式，而此时  𝒙 的可以通过将基本解 Φ 在 𝒙 ∈ ℝd
+ 处的奇性反射到下半空间的 𝒙̄ ∈ ℝd

−. 对
𝒚 ∈ )ℝd

+,令  𝒙(𝒚) ∶= Φ(𝒚 − 𝒙̄),从而

∆ 𝒙 = 0 in ℝd
+,  𝒙 = Φ(𝒚 − 𝒙) on )ℝd

+.

这样 G(𝒙,𝒚) = Φ(𝒚 − 𝒙) − Φ(𝒚 − 𝒙̄)就应该是我们想要的格林函数的表达式。

注记 5.2.2. 上述寻找格林函数的方法实际上就是静电学中的“电像法”。以半空间的情况为例，我
们实际上就是在做下面这件事：

真空中有一带正电的点电荷放在 𝒙 ∈ ℝd
+ 处，而 {xd = 0} 是一个接地的导体平面，求

电势分布。

而我们在高中物理里面已经学过，这样的电场分布应该等价于如下情况的电场分布：真空中 𝒙处
有一带正电的点电荷，𝒙̄处有一带负电、电量相同的点电荷。而格林函数中的 −Φ(𝒚 − 𝒙̄)就对应
𝒙̄处带负电的点电荷产生的电势分布。
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图 5.1: 半平面的“电像法”示意图

接下来计算半空间中位势方程解的表达式。据定理5.2.1, 我们只需计算格林函数在边界上的
法向导数。现在外法向量是 N = (0, 0,−1),所以

)G
)N

(𝒙,𝒚) = −)xdG(𝒙,𝒚) = −(Φyd(𝒚 − 𝒙) − Φyd(𝒚 − 𝒙̄)) = −
2xd
d�(d)

1
|𝒙 − 𝒚|d

.

现在设 u是边界 )ℝd
+ 上的函数 g在半空间 ℝd

+ 内的调和延拓，即 u满足如下方程

−∆u = 0 in ℝd
+, u|)ℝd

+
= g.

据定理5.2.1,我们期待如上方程的解由上半空间的泊松公式给出

u(𝒙) =
2xd
d�(d)

∫
)ℝd

+

g(𝒚)
|𝒙 − 𝒚|d

d𝒚, (5.2.7)

其中函数

K(𝒙,𝒚) ∶=
2xd
d�(d)

1
|𝒙 − 𝒚|d

被称作上半空间的泊松核 (Poisson’s kernel).

定理 5.2.3. 设 g ∈ C(ℝd−1)是给定的函数, u由表达式(5.2.7)给出，则它满足

(1) u ∈ C∞(ℝd
+)且有界；

(2) ∆u = 0在 ℝd
+ 中恒成立；

(3) (非切向极限)对任意 𝒙0 ∈ )ℝd
+，成立 lim

𝒙→𝒙0, 𝒙∈ℝd
+

u(𝒙) = g(𝒙0).

证明该定理之前，我们先证明上半空间的泊松核的积分值为 1.

引理 5.2.4. 对任意 𝒙 ∈ ℝd
+,成立 ∫)ℝd

+
K(𝒙,𝒚) d𝒚 = 1.
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证明. 固定 𝒙 ∈ ℝd,则 xd > 0. 据 Poisson核表达式，我们有

∫
)ℝd

+

K(𝒙,𝒚) =
2xd
d�(d)

∫
ℝd−1

1
(|𝒙′ − 𝒚′|2 + x2d)d∕2

d𝒚′.

其中 𝒙′,𝒚′ 分别表示 𝒙,𝒚的前 (d − 1)个分量构成的向量。今作变量替换 𝒛′ = 𝒙′−𝒚′

xd
得到

∫
ℝd−1

1
(|𝒙′ − 𝒚′|2 + x2d)d∕2

d𝒚′ = 2
d�(d)

∫
ℝd−1

d𝒛′

(|𝒛′|2 + 1)
d
2

.

显见上面最后一个积分里的被积函数是径向函数，于是用极坐标 (引理B.2.1)计算积分，得到

∫
ℝd−1

d𝒛′

(|𝒛′|2 + 1)
d
2

= (d − 1)�(d − 1)
⏟⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⏟
𝕊d−2⊂ℝd−1的表面积

∫
∞

0

�d−2

(�2 + 1)
d
2

d�.

令 r = �2,得到

上式 =
(d − 1)�(d − 1)

2 ∫
∞

0

r
d−3
2

(r + 1)
d
2

dr =
(d − 1)�(d − 1)

2 B(12 ,
d − 1
2 ),

其中 B(p, q)为 Beta函数，其定义为

B(p, q) ∶= ∫
∞

0

xq−1

(1 + x)p+q
dx (p, q > 0).

现在，我们利用 B(p, q) = Γ(p)Γ(q)

Γ(p+q)
, �(n) = �

n
2

Γ( n
2
+1)
以及 Γ(x + 1) = xΓ(x), Γ( 1

2
) =

√
�得到

∫
)ℝd

+

K(𝒙,𝒚) d𝒚 =
2xd
d�(d)

⋅
(d − 1)�(d − 1)

2 B(12 ,
d − 1
2 )

=
(d − 1)
d

�
d−1
2

Γ( d−1
2
+1)

�
d
2

Γ( d
2
+1)

Γ(d−1
2
)Γ( 1

2
)

Γ(d−1
2
+ 1

2
)
=
Γ( 1

2
)

√
�
⋅ d − 1

d
⋅

Γ(d−1
2
)

Γ(d−1
2
+ 1)

⋅
Γ(d

2
+ 1)

Γ(d
2
)

=1 × d − 1
d

⋅

d

2
d−1

2

= 1.

其中 Gamma函数的定义为 Γ(s) ∶= ∫∞0 ts−1e−t dt, s > 0.
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定理5.2.3的证明. 首先我们注意到，对任意的 𝒚 ∈ )ℝd
+, K(𝒙,𝒚) 作为关于 𝒙 的函数是调和函数。

事实上，对任意固定的 𝒙,格林函数 G(𝒙,𝒚)作为 𝒚的函数是调和函数 (除了在 𝒚 = 𝒙这一点). 据格
林函数的对称性 (命题5.2.2),在给定 𝒚时, G(𝒙,𝒚)作为 𝒙变量的函数也是调和函数 (除了在 𝒙 = 𝒚
这一点). 由于 𝒙 ∈ ℝd

+, 𝒚 ∈ )ℝd
+,我们知道对任意固定的 𝒚 ∈ )ℝd

+, K(𝒙,𝒚)作为 𝒙的函数必是调和
函数。

今已知 ∫)ℝd
+
K(𝒙,𝒚) d𝒚 = 1对任意 𝒙 ∈ ℝd

+ 成立，由于 g有界，所以表达式(5.2.7)给出的 u也
是有界的

|u(𝒙)| ≤ max
)ℝd

+

|g|∫
)ℝd

+

K(𝒙,𝒚) d𝒚 = max
)ℝd

+

|g|.

又因为对任意的 𝒚 ∈ )ℝd
+, K(𝒙,𝒚)作为 𝒙的函数是调和函数（进而是光滑函数），且 g有界，所以

利用卷积的性质可得

∆u(𝒙) = ∫
)ℝd

+

∆𝒙K(𝒙,𝒚)g(𝒚) d𝒚 = 0 ∀𝒙 ∈ ℝd
+,

这说明 u ∈ C∞(ℝd
+).

接下来证明非切向极限。固定 𝒙0 ∈ )ℝd
+ 和常数 " > 0, 我们取 � > 0, 使得只要 |𝒚 − 𝒙0| < �,

𝒚 ∈ )ℝd
+,就有 |g(𝒚) − g(𝒙0)| < ". 这一点是利用 g在 𝒙0 附近的小邻域内的连续性得到的。我们这

样取是为了将积分拆分成“靠近 𝒙0 处”和“远离 𝒙0 处”两部分分别估计，因为当 𝒚很靠近给定
点 𝒙0 时，泊松核 K(𝒙,𝒚)本身的取值基本上都集中于 𝒙0 附近。

考虑半空间中满足 |𝒙 − 𝒙0| < �∕2的点 𝒙,我们有

|u(𝒙) − g(𝒙0)| ≤∫
)ℝd

+∩B(𝒙0,�)
K(𝒙,𝒚)|g(𝒚) − g(𝒙0)| d𝒚

+ ∫
)ℝd

+∖B(𝒙0,�)
K(𝒙,𝒚)|g(𝒚) − g(𝒙0)| d𝒚

≤ " ∫
)ℝd

+

K(𝒙,𝒚) d𝒚

⏟⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⏟
=1

+2max
)ℝd

+

|g|∫
)ℝd

+∖B(𝒙0,�)
K(𝒙,𝒚) d𝒚.

对积分 ∫)ℝd
+∖B(𝒙0,�)

K(𝒙,𝒚) d𝒚,由于 |𝒚−𝒙0| ≤ |𝒚−𝒙|+ �

2
≤ |𝒚−𝒙|+ 1

2
|𝒚−𝒙0|,进而 |𝒚−𝒙| ≥ 1

2
|𝒚−𝒙0|.

所以现在有

∫
)ℝd

+∖B(𝒙0,�)
K(𝒙,𝒚) d𝒚 ≤ Cxd ∫

)ℝd
+∖B(𝒙0,�)

|𝒚 − 𝒙0|−d d𝒚.

而最后一个积分式是有限数（积分区域远离奇点，分母幂次高于空间维数时积分值收敛，可用极
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坐标证明），所以当 xd → 0时，该积分式也趋于 0.

例 5.2.2 (球上的格林函数). 今考虑单位球 B ∶= B(𝟎, 1) 上的调和延拓问题。与半空间问题类似，
我们也需要找到合适的“镜像”来定义格林函数，而对球的情况而言，“对称点”要改成“反演

点”。

记号 5.2.2. 对 𝒙 ≠ 0,点 𝒙̃ ∶= 𝒙∕|𝒙|2 被称作 𝒙关于单位球面 )B的反演点 (inversion point).

O
𝒙

𝒙̃
𝒚

1

图 5.2: 反演点的几何关系

接下来我们需要寻找修正项  𝒙(𝒚),使其满足

∆ 𝒙 = 0 in B,  𝒙 = Φ(𝒚 − 𝒙) 𝒚 ∈ )B.

它的一个基本想法就是将球内点 𝒙 ∈ B 处的奇性反演到球外的点 𝒙̃ ∉ B 处. 不妨设空间维数
d ≥ 3, 我们注意到 Φ(𝒚 − 𝒙̃)(作为 𝒚的函数)在 𝒚 ≠ 𝒙̃处是调和函数. 于是 ∆𝒚(Φ(|𝒙|(𝒚 − 𝒙))) = 0
对任意 𝒚 ≠ 𝒙̃成立，从而 Φ(|𝒙|(𝒚 − 𝒙))在 B内是调和函数. 又因为 𝒙̃是 𝒙关于 )B的反演点，所
以对任意 𝒚 ∈ )B,我们有 ∆O𝒙𝒚 ∽ ∆O𝒚𝒙̃,因此 |𝒙||𝒚 − 𝒙̃| = |𝒚 − 𝒙| ⋅ 1 = |𝒚 − 𝒙|.

现在我们定义修正项为  𝒙(𝒚) = Φ(|𝒙|(𝒚 − 𝒙̃)),从而

−∆ 𝒙(𝒚) = 0 𝒚 ∈ B,  𝒙(𝒚) = Φ(𝒙 − 𝒚) 𝒚 ∈ )B.

所以单位球 B对应的格林函数具有如下表达式

G(𝒙,𝒚) = Φ(𝒚 − 𝒙) − Φ(|𝒙|(𝒚 − 𝒙̃)).

现在可以计算格林函数 G 在球面 )B 上的外法向导数了。注意到在 𝒚 ∈ )B 处的单位外法向
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量正好就是 𝒚自己，所以就有 )G

)N
(𝒚) = 𝒚 ⋅∇G. 对任意 1 ≤ i ≤ d,现在有

)G
)yi

(𝒙,𝒚) = )Φ
)yi

(𝒚 − 𝒙) − )
)yi
Φ(|𝒙|(𝒚 − 𝒙̃)) = 1

d�(d)
(
xi − yi
|𝒚 − 𝒙|d

+
|𝒙|2(yi − x̃i)
|𝒙|d|𝒚 − 𝒙̃|d

)

𝒙̃=𝒙∕|𝒙|2
= 1

d�(d)
(
xi − yi
|𝒚 − 𝒙|d

+
yi|𝒙|2 − xi
|𝒚 − 𝒙|d

)

= −
yi(1 − |𝒙|2)
d�(d)|𝒚 − 𝒙|d

.

因此我们得到
)G
)N

(𝒙,𝒚) = 𝒚 ⋅∇G(𝒙,𝒚) = − 1 − |𝒙|2

d�(d)|𝒙 − 𝒚|d
.

读者可以自证，空间维数 d = 2时也可以算出同样的结果。所以我们期待单位球 B上边值为 g的
调和函数的显式表达式应当为如下积分式

u(𝒙) = 1 − |𝒙|2

d�(d)
∫
)B(𝟎,1)

g(𝒚)
|𝒙 − 𝒚|d

dS𝒚, ∀x ∈ B. (5.2.8)

若将单位球改成半径为 R 的球 B(𝟎, R), 我们只需要作变量替换 ū(𝒙) = u(R𝒙) 将其转化到单位球
B. 最终的结论为

u(𝒙) = R2 − |𝒙|2

d�(d)R
∫
)B(𝟎,R)

g(𝒚)
|𝒙 − 𝒚|d

dS𝒚, ∀𝒙 ∈ B(𝟎, R). (5.2.9)

这里的函数 KR(𝒙,𝒚) ∶=
R2 − |𝒙|2

d�(d)R|𝒙 − 𝒚|d
被称作球 B(𝟎, R)对应的泊松核. 类似地，我们可以证明

如下结论成立

定理 5.2.5. 设 g ∈ C()B(𝟎, R)). 函数 u由表达式(5.2.9)给出，则有

(1) u ∈ C∞(B(𝟎, R))；
(2) ∆u = 0 in B(𝟎, R)；
(3) (非切向极限)对任意 𝒙0 ∈ )B(𝟎, R),成立 lim

𝒙→𝒙0, 𝒙∈B(𝟎,R)
u(𝒙) = g(𝒙0).

习题 5.2

习题 5.2.1. 设 Ω ⊂ ℝd (d ≥ 2)是边界光滑的有界区域，定义 D ∶= sup{|𝒙 − 𝒚| ∶ 𝒙,𝒚 ∈ Ω}为 Ω
的直径。今固定 𝒙 ∈ Ω,证明：

(1) 格林函数 G(𝒙,𝒚) ∶= Φ(𝒙 − 𝒚) −  𝒙(𝒚)是唯一的，且满足 ∫)Ω
)G

)N
(𝒙,𝒚) dS𝒚 = −1;

(2) 当 d ≥ 3时,对任意 𝒚 ≠ 𝒙, 𝒚 ∈ Ω有 0 < G(𝒙,𝒚) < Φ(𝒙 − 𝒚)成立;
(3) 当 d = 2时,对任意 𝒚 ≠ 𝒙, 𝒚 ∈ Ω有 0 < G(𝒙,𝒚) < − 1

2�
ln |𝒙−𝒚|

D
成立.
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习题 5.2.2. 设 Ω ∶= {(x1, x2) ∶ x1, x2 > 0}是 ℝ2 的第一象限。对边值问题

−∆u = f in Ω, u(0, x2) = g(x2), u(x1, 0) = ℎ(x1),

证明：G(𝒙,𝒚) = Φ(𝒚 − 𝒙) + Φ(𝒚 + 𝒙) − Φ(𝒚 − 𝒙̄) − Φ(𝒚 + 𝒙̄)是 Ω对应的格林函数. 其中 Φ(𝒙) ∶=
−1

2�
log |𝒙|是基本解, 𝒙̄ = (x1,−x2)是点 𝒙 = (x1, x2)关于 x1 轴的对称点。

习题 5.2.3 (球上的 Harnack不等式). 设 u是闭球 B(𝟎, R) ⊂ ℝd 上的非负调和函数。

(1) 结合公式(5.2.9)证明

Rd−2 R − |𝒙|
(R + |𝒙|)d−1

u(𝟎) ≤ u(𝒙) ≤ Rd−2 R + |𝒙|
(R − |𝒙|)d−1

u(𝟎)

(2) 用 (1)证明：∀r ∈ (0, R),成立不等式 sup
B(𝟎,r)

u ≤ (R+r
R−r

)d inf
B(𝟎,r)

u.

习题 5.2.4 (Schwarz反射原理). 设 B+ ∶= {𝒙 = (x1,⋯ , xd) ∈ B(𝟎, 1) ∶ xd > 0}单位球是上半部分。

(1) 设 u ∈ C2(B+)是 B+ 内的调和函数, u|)B+∩{xd=0} = 0. 令

v(𝒙) ∶=
⎧

⎨
⎩

u(𝒙) xd ≥ 0

−u(x1⋯ , xd−1,−xd) xd < 0
∀x ∈ B ∶= B(𝟎, 1).

证明：v ∈ C2(B),从而 v 是 B上的调和函数。

(2) 如果现在只假设 u ∈ C2(B+) ∩ C(B+), v 还一定是 B上的调和函数吗?

提示：利用 Poisson公式(5.2.9)可以给出满足 w|xd=0 = 0的调和函数，然后用极大值原理证
明 w = u在 B+ 上恒成立，类似结论在下半球 B− 也对。

习题 5.2.5. 证明定理5.2.5.

5.3 *位势方程解的 C2,� 估计 (TBA)

3

5.4 *边值问题解的 Schauder估计 (TBA)

4
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5.5 *Dirichlet边值问题解的存在性 (TBA)

5



第六章 *变分法简介

在 (−∆)主特征值变分原理 (定理3.4.4)的证明中，我们已经用到了变分法的思想：将特征值问
题的解等价为某个位势能量泛函的极小化子。类似的思想则可以用于从“最小作用量原理”的角

度出发推导出各种重要的偏微分方程。本章我们简要介绍欧拉-拉格朗日方程（最小作用量原理）
及其简单应用。在本章末尾我们还介绍了诺特定理的数学表述，它可以用来推导方程的各种守恒

量、单调量，这对非线性偏微分方程的研究起到重要作用。

6.1 一阶变分：欧拉-拉格朗日方程（最小作用量原理）

今假设我们要求解某个微分方程 A[u] = 0, 其中 A[⋅] 是一个 (非线性) 微分算子, u 是未知函
数。显见，我们很难找到一般性的理论来求解非线性微分方程。但是变分法的思想告诉我们：对一

部分微分方程问题 (我们称作“变分问题”)，我们可以将微分方程的解视作某个“能量泛函”I[⋅]
的临界点，即 I′[u] = 0,而能量泛函临界点的存在性往往可以通过泛函分析的方法求得。

本节简要介绍一阶变分的一般理论。设 Ω ⊂ ℝd 是边界光滑 (如果非空)的开集，我们定义光
滑函数 L ∶ ℝd ×ℝ × Ω→ ℝ为拉格朗日量 (Lagrangian),其具有形式

L = L(𝒑, z,𝒙) = L(p1,⋯ , pd, z, x1⋯ , xd), 𝒑 ∈ ℝd, z ∈ ℝ, 𝒙 ∈ ℝd.

其中 𝒑, z变量往往取成 ∇w(𝒙), w(𝒙),这里 w(𝒙)是一个标量函数。我们还定义如下记号

∇𝒑L = ()p1L,⋯ , )pdL), ∇zL = )zL, ∇𝒙L = (Lx1 ,⋯ , Lxd).

今考虑形如下式的泛函

I[w] ∶= ∫
Ω
L(∇w(𝒙), w(𝒙),𝒙) d𝒙,

其中 w ∶ Ω → ℝ属于某个容许集 (admissible set), 例如 𝒜 ∶= {w ∈ C∞(Ω) ∶ w|)Ω = g}, 其中 g 是
给定的函数。

定理 6.1.1. 设 𝒜 ∶= {w ∈ C∞(Ω) ∶ w|)Ω = g},其中 g是给定的光滑函数。若 u ∈ 𝒜是 I[⋅]的极小

179
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化子 (如果存在)，即 I[u] = min
w∈𝒜

I[w],则 u满足如下欧拉-拉格朗日方程 (Euler-Lagrange equation)

−
d∑

i=1
)xi()piL(∇u, u,𝒙)) + )zL(∇u, u,𝒙) = 0 in Ω. (6.1.1)

证明. 任取 v ∈ C∞
c (Ω),我们知道 u ∈ 𝒜 ⇒ u + "v ∈ 𝒜. 令

j(") ∶= I[u + "v], " ∈ ℝ.

由于 u是 I[⋅]的极小化子,所以 j(")在 " = 0取到最小值，所以 j′(0) = 0.
现在计算 j′(0). 据

j(") = ∫
Ω
L(∇u + "∇v, u + "v,𝒙) d𝒙,

求导得

j′(") = ∫
Ω

d∑

i=1
)piL(∇u + "∇v, u + "v,𝒙))xiv + )zL(∇u + "∇v, u + "v,𝒙)v d𝒙.

令 " = 0,我们得到

0 = j′(0) = ∫
Ω

d∑

i=1
)piL(∇u, u,𝒙))xiv + )zL(∇u, u,𝒙)v d𝒙.

最后，我们中第一项中分部积分一个 )xi 就得到想要的结论。

6.1.1 若干实例：各种基本方程的导出

例 6.1.1 (Poisson 方程). 给定函数 f ∶ ℝ → ℝ, 定义其原函数为 F(z) = ∫z0 f(y) dy. 我们现在考虑
如下能量泛函

I[w] = ∫
Ω

1
2 |∇w|

2 − F(w) d𝒙.

讨论. 由 L(𝒑, z,𝒙) = 1

2
|𝒑|2 − F(z)知,

)piL = pi, )zL = −f(z).

所以欧拉-拉格朗日方程为
−∆u = f(u) in Ω.

一般来说，F(z)往往取成多项式形式，例如F(z) = ± 1

p+1
xp+1,它对应的欧拉-拉格朗日方程为−∆u =
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±up. 若 F ≡ 0,则这就是 Laplace方程的 Dirichlet原理。

注记 6.1.1. 我们同样也可以在能量泛函中引进时间变量 t, 即将变量 𝒙 换为 (t,𝒙), 梯度 ∇w 换成
()tw, ∇w),这样就可以推导出波动方程。例如，考虑

I[w] = ∫
T

0
∫
Ω

1
2w

2
t − (12 |∇w|

2 + F(w)) d𝒙 dt,

它对应的欧拉-拉格朗日方程即为波动方程

utt − ∆u + f(u) = 0.

例 6.1.2 (极小曲面 (minimal surface)). 考虑 Plateau 问题: 三维空间中给定一条闭曲线，以它为边
界的曲面的面积最小值何时取到？

图 6.1: 极小曲面示例

讨论. 为了避免不必要的麻烦，我们考虑参数曲面的面积最小值，即计算如下泛函的极小化子

I[w] = ∫
Ω

√
1 + |∇w|2 d𝒙.

它对应的拉格朗日量为 L(𝒑, z,𝒙) =
√
1 + |𝒑|2, 所以 )piL(𝒑, z,𝒙) =

pi
√
1+|𝒑|2

, )zL = 0. 现在将 (𝒑, z)

换成 (∇u, u),我们就得到极小化子 u满足的方程

∇ ⋅ (
∇u

√
1 + |∇u|2

) ∶=
d∑

i=1
)xi (

)xiu√
1 + |∇u|2

) = 0.



182 第六章 *变分法简介

注记 6.1.2. 表达式 ∇ ⋅ (
∇u

√
1 + |∇u|2

) 实际上是函数 u 的图像的平均曲率的 d 倍，所以上面求得

的极小曲面的平均曲率为零。此外，这个量也有物理意义：流体的表面张力是正比于其界面的平

均曲率的。

例 6.1.3 (调和映射 (harmonic map)). 我们现在将标量函数 w 换成向量值函数 𝐰 ∶ Ω ⊂ ℝd → ℝm.
考虑如下泛函

I[𝐰] ∶= ∫
Ω

1
2 |∇𝐰|2 d𝒙

在容许集 𝒜 ∶= {𝐰 ∈ C2(Ω → ℝm) ∶ w|)Ω = 𝐠, |𝐰| = 1} 上的极小化子。这看上去是一个几何问
题，但实际上该问题的变种还能用来刻画液晶运动的稳态。我们证明极小化子 𝐮满足如下拟线性
椭圆方程组

⎧

⎨
⎩

−∆𝐮 = |∇𝐮|2𝐮 in Ω

𝐮 = 𝐠 on )Ω.

图 6.2: 到球面的调和映射

证明. 任取 𝐯 ∈ C∞
c (Ω → ℝm), 由于 |𝐮| = 1, 我们知道当 " 很小时有 |𝐮 + "𝐯| ≠ 0, 进而 𝐯" ∶=

𝐮 + "𝐯
|𝐮 + "𝐯|

∈ 𝒜.

现在我们定义 j(") ∶= I[𝐯"],则 j 在 " = 0取到最小值，所以 j′(0) = 0. 直接计算得

j′(0) = ∫
Ω
∇𝐮 ∶ ∇𝐯′(0) d𝒙,

这里的记号 ′ ∶= d

d"
; A ∶ B ∶=

∑

i,j
AijBij.
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接下来计算

𝐯′(") = 𝐯
|𝐮 + "𝐯|

−
((𝐮 + "𝐯) ⋅ 𝐯)(𝐮 + "𝐯)

|𝐮 + "𝐯|3
⇒ 𝐯′(0) = 𝐯 − (𝐮 ⋅ 𝐯)𝐮.

将其代入 j′(0)的表达式，得到

0 = ∫
Ω
∇𝐮 ∶ ∇𝐯 − ∇𝐮 ∶ ∇((𝐮 ⋅ 𝐯)𝐮) d𝒙.

由于 |𝐮|2 = 1,我们求导得到
m∑

j=1
()iuj)uj = 0对任意 1 ≤ i ≤ d都成立，即 (∇𝐮)⊤𝐮 = 𝟎. 据此算得

∇𝐮 ∶ ∇((𝐮 ⋅ 𝐯)𝐮) =
∑

i

∑

j
)i𝐮j)i(

∑

k
𝐮k𝐯k𝐮j)

= |∇𝐮|2(𝐮 ⋅ 𝐯) +
∑

i

∑

j
)i𝐮j𝐮j

⏟⎴⏟⎴⏟
=0

)i(
∑

k
𝐮k𝐯k) = |∇𝐮|2(𝐮 ⋅ 𝐯).

现在有

∫
Ω
∇𝐮 ∶ ∇𝐯 d𝒙 = ∫

Ω
|∇𝐮|2(𝐮 ⋅ 𝐯) d𝒙 ∀𝐯 ∈ C∞

c (Ω→ ℝm).

左边分部积分一次，最终得到如下恒等式

∫
Ω
(−∆𝐮) ⋅ 𝐯 d𝒙 = ∫

Ω
|∇𝐮|2(𝐮 ⋅ 𝐯) d𝒙 ∀𝐯 ∈ C∞

c (Ω→ ℝm).

由 𝐯 的任意性得知，方程 −∆𝐮 = |∇𝐮|2𝐮在 Ω中恒成立。

6.1.2 二阶变分：凸性假设

若泛函 I[w]在 u达到极小值，则 j(") ∶= I[u+"v]满足 j′(0) = 0,而进一步我们还有 j′′(0) ≥ 0.
现在我们来看看二阶导数的信息能带来什么。回忆

j(") = ∫
Ω
L(∇u + "∇v, u + "∇v,𝒙) d𝒙.
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求两次导数得到

j′′(") =∫
Ω

d∑

i,j=1
)pi)pjL(∇u + "∇v, u + "v,𝒙))xiv)xjv

+ 2
d∑

i=1
)pi)zL(∇u + "∇v, u + "v,𝒙))xivv

+ )2zL(∇u + "∇v, u + "v,𝒙)v2 d𝒙.

令 " = 0,我们得到如下不等式对任意 v ∈ C∞
c (Ω)都成立:

0 ≤ ∫
Ω

d∑

i,j=1
)pi)pjL(∇u, u,𝒙))xiv)xjv + 2

d∑

i=1
)pi)zL(∇u, u,𝒙))xivv + )2zL(∇u, u,𝒙)v2 d𝒙.

这实际上可以推出

d∑

i,j=1
)pi)pjL(∇u, u,𝒙)�i�j ≥ 0 � ∈ ℝd, 𝒙 ∈ Ω. (6.1.2)

该式被称作拉格朗日量 L的凸性假设。证明的过程可以参见 Evans [3]第八章第一节，此处略去细
节。其大致方法为：选取形如下式的测试函数 v,

v(𝒙) = "� (
x ⋅ �
" ) �(𝒙), 𝒙 ∈ Ω,

其中 � ∈ C∞
c (Ω), � ∶ ℝ → ℝ是一个定义如下的“锯齿状”函数: �(x) =

⎧

⎨
⎩

x 0 ≤ x ≤ 1

2

1 − x 1

2
≤ x ≤ 1

且满

足 �(x + 1) = �(x) x ∈ ℝ.

可见，凸性假设(6.1.2)应当成为极小化子存在性的必要条件之一，具体可参见 [3, 第 8.2, 8.4
节].

习题 6.1

习题 6.1.1. 求如下能量泛函的欧拉拉格朗日方程

I[w] ∶= ∫
T

0
∫
Ω

1
2w

2
t −

1
2 |∇w|

2 − m2

2 w2 d𝒙 dt,
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其中 w(t,𝒙) ∈ C∞([0, T] ×ℝd), m > 0是给定的常数。

习题 6.1.2. 定义

I[w] = ∫
T

0
∫
ℝ3

1
2w

2
t − (12 |∇w|

2 + 1
6w

6) d𝒙 dt,

其中 w(t,𝒙)属于容许集 𝒜 = {w ∈ C∞([0, T] × ℝ3) ∶ w(t, ⋅) ∈ 𝒮(ℝ3) ∀t ∈ [0, T]}.求 I[w]在 𝒜上
的极小化子 u满足的方程，并证明

∫
ℝ3

1
2(ut)

2 + 1
2 |∇u|

2 + 1
6u

6 d𝒙

是守恒量。

习题 6.1.3. 寻找拉格朗日量 L = L(𝒑, z,𝒙), 使得方程 −∆u + ∇' ⋅ ∇u = f in Ω 是 I[w] ∶=
∫Ω L(∇w,w,𝒙) d𝒙对应的欧拉-拉格朗日方程. (提示：考虑带指数项的拉格朗日量。)

习题 6.1.4. 设 " > 0, ΩT ∶= (0, T] × Ω. 证明：存在拉格朗日量 L(𝒑, z,𝒙, t) (𝒑 ∈ ℝd+1,𝒙 ∈ ℝd),使
得如下椭圆正则化的热传导方程

)tu − ∆u − ")2t u = 0

是能量泛函 I"[w] ∶= ∬ΩT
L()tw,∇w,w, t,𝒙) d𝒙 dt 对应的欧拉-拉格朗日方程. (提示：考虑带指数

项且依赖时间 t 的拉格朗日量。)

习题 6.1.5. 设 L(𝒑,𝒙)是光滑函数,且对 𝒑-分量是一致凸的，即存在 � > 0使得

d∑

i,j=1
)pi)pjL(∇u, u,𝒙)�i�j ≥ �|�|2 (� ∈ ℝd, 𝒙 ∈ Ω).

证明 I[w] ∶= ∫Ω L(∇u,𝒙) d𝒙 在 𝒜 ∶= {w ∈ C∞(Ω) ∶ w|)Ω = g} 上的极小化子是唯一的，其中
g ∶ )Ω→ ℝ是给定的光滑函数。

提示：若 u1, u2 是两个不同的极小化子，证明 2I[u1+u2
2
] < I[u1] + I[u2],进而导出矛盾。

习题 6.1.6 (变分法推导 Hamilton 方程组). 本题用变分法考虑例1.3.3的另证。设拉格朗日量 L ∶
ℝd ×ℝd → ℝ是给定的光滑函数,并记为 L = L(𝒗,𝒙). 固定 t > 0,𝒙,𝒚 ∈ ℝd,定义作用量为

I[𝒘] ∶= ∫
t

0
L(𝒘̇(s),𝒘(s)) ds, 𝒘 ∈ 𝒜 ∶= {𝒘(⋅) ∈ C2([0, t];ℝd) ∶ 𝒘(0) = 𝒚,𝒘(t) = 𝒙}.

今假设曲线 𝐱(⋅) ∈ 𝒜是 I[⋅]在 𝒜上的极小化子，即 I[𝐱(⋅)] = inf
𝒘∈𝒜

I[𝒘(⋅)].
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(1) 证明：极小化子 𝐱(⋅)满足常微分方程组

− d
ds
[∇𝒗L(𝐱̇(s), 𝐱(s))] + ∇𝒙L(𝐱̇(s), 𝐱(s)) = 0, ∀s ∈ [0, t].

(2) 令 𝐩(s) ∶= ∇𝒗L(𝐱̇(s), 𝐱(s))为对应于位置 𝐱(s)和速度 𝐱̇(s)的广义动量，并假设对任意 𝒙,𝒑 ∈
ℝd,方程 𝒑 = ∇𝒗L(𝒗,𝒙)有唯一的光滑解 𝒗 = 𝒗(𝒑,𝒙). 令与拉格朗日量 L 相关联的 Hamilton
量 H 为

H(𝒑,𝒙) ∶= 𝒑 ⋅ 𝒗(𝒑,𝒙) − L(𝒗(𝒑,𝒙),𝒙).

证明：(𝐱(⋅),𝐩(⋅))是如下 Hamilton方程的解

𝐱̇(s) = ∇𝒑H(𝐩(s), 𝐱(s)), 𝐩̇(s) = −∇𝒙H(𝐩(s), 𝐱(s)), s ∈ [0, t].

且 s ↦→ H(𝐩(s), 𝐱(s))是常值映射。

注记 6.1.3. 特别地，若令 L(𝒗,𝒙) = 1

2
m|𝒗|2−�(𝒙), m > 0. 则对应的欧拉-拉格朗日方程为 m𝐱̈(s) =

−∇�(𝐱(s))，即为牛顿第二定律，其中右端项为势能 �决定的力场。对应的H(𝒑,𝒙) = 1

2
m|𝒑|2+�(𝒙)

即为总能量，拉格朗日量即为动能、势能之差。

习题 6.1.7. 今不再固定习题6.1.6中的起点 𝒚,即容许集 𝒜 ∶= {𝒘(⋅) ∈ C2([0, t];ℝd) ∶ 𝒘(t) = 𝒙}.

(1) 证明习题6.1.6的 (1)仍然成立，以及 ∇𝒗L(𝐱̇(0), 𝐱(0)) = 0.
(2) 若 𝐱(⋅) ∈ 𝒜是作用量 J[w] ∶= ∫t0 L(𝒘̇(s),𝒘(s)) ds + g(𝒘(0))的极小化子,证明: 𝐱(⋅)是欧拉拉
格朗日方程的解，并确定 s = 0处的边界条件。

6.2 变分不等式：椭圆自由边界问题

现在我们再来回顾 Dirichlet 原理: 如果我们把限制条件 w|)Ω = g 换成一个单侧的不等式
w ≥ g in Ω (g ∈ C∞(Ω)被称作障碍函数),即我们定义容许集为

𝒜 = {w ∈ C2(Ω) ∶ w ≥ g in Ω, w|)Ω = 0},

并考虑同样的能量泛函 I[w] ∶= ∫Ω
1

2
|∇w|2 − wf d𝒙. 该能量泛函在 𝒜 上的极小化子的存在唯一

性需要使用泛函分析的方法证得，所以这里我们目前假设它是存在的。我们同样还假设 𝒜是凸集
(这个也是可以证明的). 然而，我们会发现现在的极小化子不再是位势方程边值问题的解吗，而是
满足所谓的变分不等式 (variational inequality)：

• 如果 u“超越了”障碍物，即当 u(x) > g(x)时，我们仍有位势方程 −∆u = f 成立；
• 一般地，只有 u ≥ g和 −∆u ≥ f 在 Ω上恒成立。
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定理 6.2.1 (变分不等式). 设 u ∈ 𝒜是 I[w]在 𝒜上的唯一极小化子. 则

∀w ∈ 𝒜, ∫
Ω
(∇u) ⋅ (∇(w − u)) d𝒙 ≥ ∫

Ω
f(w − u) d𝒙.

该不等式的证明并不困难，我们在本小节末尾再写出详细过程。更重要的则是如何理解该不等式。

首先引进记号 𝒪 ∶= {𝒙 ∈ Ω ∶ u(𝒙) > g(𝒙)}, 𝒞 ∶= {𝒙 ∈ Ω ∶ u(𝒙) = g(𝒙)}.

图 6.3: 障碍物问题中的自由边界

由于 u, g是连续函数，所以 𝒪是开集, 𝒞是 (相对)闭集。
断言 1: −∆u = f 在 𝒪中恒成立。

断言 1的证明. 任取测试函数 v ∈ C∞
c (𝒪), 由于在 𝒪 中有 u(𝒙) > g(𝒙), 所以当 |"| 充分小时, 我们

仍有 w(𝒙) ∶= u(𝒙) + "v(𝒙) ≥ g(𝒙),进而 w ∈ 𝒜. 据变分不等式，我们有

" ∫
𝒪
(∇u) ⋅ (∇v) − fv d𝒙 ≥ 0.

由于该不等式对任意小的 " > 0和 " < 0都成立,那么该式的不等号就只能变成等号了，这说明 u
满足 −∆u = f 在 𝒪中恒成立。

断言 2: u ≥ g和 −∆u ≥ f 在 Ω上恒成立。

断言 2的证明. 一般情况下，我们选取 v是非负测试函数，且 " ∈ (0, 1]充分小。在变分不等式中
分部积分可得

∫
Ω
(−∆u − f)v d𝒙 ≥ 0 ∀v ∈ C∞

c (Ω), v ≥ 0,

所以 −∆u ≥ f 在 Ω上恒成立。
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注记 6.2.1. 集合 F ∶= )𝒪 ∩ Ω被称作自由边界 (free boundary),这里的“自由”一词是指我们并
不知道这个交界面的具体位置在哪。而椭圆方程的自由边界问题在最优传输问题、空气动力学的

定常冲击喷流问题等许多实际模型中都有出现。

在本小节的最后，我们来证明变分不等式。

变分不等式的证明. 固定 w ∈ 𝒜,则对任意 0 ≤ " ≤ 1,由集合 𝒜的凸性，我们有

u + "(w − u) = (1 − ")u + "w ∈ 𝒜.

所以如果令 j(") = I[u+ "(w−u)],就会得到 j(") ≥ j(0)对任意 " ∈ [0, 1]恒成立，这说明 j′(0) ≥ 0.
现在我们用导数定义计算 j′(0). 对 " ∈ (0, 1],我们有

j(") − j(0)
" =1" ∫Ω

|∇u + "∇(w − u)|2 − |∇u|2

2 − f (u + "(w − u) − u) d𝒙

=∫
Ω
∇u ⋅∇(w − u) +

"|∇(w − u)|2

2 − f(w − u) d𝒙.

令 " → 0+,结合 j′(0) ≥ 0可得

∫
Ω
∇u ⋅∇(w − u) − f(w − u) d𝒙 ≥ 0.

习题 6.2

习题 6.2.1. 证明 I[w] ∶= ∫Ω
1

2
|∇w|2 − wf d𝒙在容许集 𝒜 = {w ∈ C2(Ω) ∶ w ≥ g in Ω, w|)Ω = 0}

上的极小化子是唯一的，其中 g ∈ C∞(Ω)是给定的函数。

习题 6.2.2. 证明：定理6.2.1中的变分不等式也可写作 −∆u + �(u − g) ∋ f,其中 �(⋅)为如下定义
的多值函数

�(z) ∶=

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

0 z > 0

(−∞, 0] z = 0

∅ z < 0

.

习题 6.2.3. 给定 f ∈ L2(Ω),设 u 是泛函 I[w] ∶= ∫Ω
1

2
|∇w|2 − wf d𝒙在容许集 𝒜 = {w ∈ C2(Ω) ∶

|∇w| ≤ 1 in Ω, w|)Ω = 0}上的极小化子。证明：u满足不等式

∫
Ω
∇u ⋅∇(w − u) d𝒙 ≥ ∫

Ω
(w − u)f d𝒙 ∀w ∈ 𝒜.
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6.3 诺特定理

我们现在考虑能量泛函在适当的区域/函数变化下的不变性，并证明相应的欧拉-拉格朗日方
程的解可以自动推出某些散度型守恒定律，这就是诺特定理 (Noether’s theorem)的实质内容。特
别地，利用诺特定理，我们可以得到一些“乘子”，它能帮助我们推导出方程中不易观察到的一些

守恒量、单调量。

本节我们假设 Ω ⊆ ℝd 是开集,并记 I[w] = ∫Ω L(∇w,w,𝒙) d𝒙,其中 w ∶ Ω→ ℝ, L = L(𝒑, z,𝒙)
都是光滑函数。

6.3.1 定理的叙述与证明

在叙述定理之前，我们需要引进区域变分和函数变分的概念。

记号 6.3.1 (区域变分 (domain variation)). 设 𝔛 ∶ ℝd ×ℝ → ℝd, 𝔛 = 𝔛(𝒙, �)是一组随参数光滑变
化的光滑向量场, 且对任意 𝒙 ∈ ℝd 都有 𝔛(𝒙, 0) = 𝒙. 对充分小的参数 �, 映射 𝒙 ↦→ 𝔛(𝒙, �)被称
作区域变分 (domain variation). 同时我们记 𝐯(𝒙) ∶= 𝔛�(𝒙, 0), Ω(�) ∶= 𝔛(Ω, �).

记号 6.3.2 (函数变分 (function variation)). 给定 u ∶ ℝd → ℝ, 我们考虑函数 u 的一族光滑的函数
变分 (function variation) w ∶ ℝd ×ℝ→ ℝd, w = w(𝒙, �)满足 w(𝒙, 0) = u(𝒙)对任意 𝒙 ∈ ℝd 成立。

我们记 m(𝒙) ∶= w�(𝒙, 0),并称之为一个乘子 (multiplier).

定义 6.3.1. 我们称泛函 I[⋅]在区域变分 𝔛和函数变分 w 下具有不变性，是指如下恒等式对任意
的小参数 �和任意开集 Ω ⊂ ℝd 都成立:

∫
Ω
L(∇w(𝒙, �), w(𝒙, �),𝒙) d𝒙 = ∫

Ω(�)
L(∇w,w,𝒙) d𝒙. (6.3.1)

接下来我们叙述并证明诺特定理，其表明能量泛函在区域变分和函数变分下的不变性可以让

我们从欧拉-拉格朗日方程中推出散度形式的恒等式。

定理 6.3.1 (诺特定理). 设 I[⋅]在区域变分 𝔛和 (对应函数 u的)函数变分 w 下具有不变性，则

1. 如下恒等式成立

∇𝒙 ⋅
(
m∇𝒑L(∇u, u,𝒙) − L(∇u, u,𝒙)𝐯

)
= m

(
∇𝒙 ⋅∇𝒑L(∇u, u,𝒙) − )zL(∇u, u,𝒙)

)
.

2. 特别地，若 u是 I[⋅]的临界点，并满足欧拉-拉格朗日方程 −∇𝒙 ⋅ (∇𝒑L) + )zL = 0,则有如下
散度形式的恒等式成立

∇𝒙 ⋅
(
m∇𝒑L(∇u, u,𝒙) − L(∇u, u,𝒙)𝐯

)
= 0.
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证明. 我们只需在恒等式(6.3.1)中对 �求导，再令 � = 0即可。据此，得到等式

∫
Ω
∇𝒑L ⋅∇𝒙m + )zLm d𝒙 = ∫

)Ω
L(𝐯 ⋅N) dS𝒙

左边第一项分部积分，得到

∫
Ω
∇𝒑L ⋅∇𝒙m d𝒙 = −∫

Ω
m∇𝒙 ⋅∇𝒑L(∇u, u,𝒙) d𝒙 + ∫

)Ω
m∇𝒑L ⋅N dS𝒙

再用散度定理，得到

∫
)Ω
L(𝐯 ⋅N) dS𝒙 − ∫

)Ω
m∇𝒑L ⋅N dS𝒙 = ∫

Ω
∇𝒙 ⋅

(
L𝐯 −m∇𝒑L

)
d𝒙.

二者联立，得到

∫
Ω
m
(
∇𝒙 ⋅∇𝒑L(∇u, u,𝒙) − )zL(∇u, u,𝒙)

)
= ∫

Ω
∇𝒙 ⋅

(
m∇𝒑L(∇u, u,𝒙) − L(∇u, u,𝒙)𝐯

)
.

由于上式对任意开集 Ω ⊂ ℝd 都成立，所以左右两边的被积函数必定处处相等。

6.3.2 几个实例

在实际使用诺特定理的时候，我们需要先“预测”使用何种区域变分 𝔛和函数变分 w以求得
能量泛函的变分不变性，进而可以用极小化子 u 表示出我们想要的乘子 m. 本节介绍两个简单实
例，更复杂的例子参见习题和问题部分，它们大多选自 Evans [3,第 8.6节].

例 6.3.1 (平移不变性). 设 L = L(𝒑, z) 不依赖 𝒙 变量, 则 I[w] ∶= ∫Ω L(∇w,w) d𝒙 是平移不变的。
给定 k ∈ {1,⋯ , d},定义 𝔛(𝒙, �) ∶= 𝒙 + �ek 和 w(𝒙, �) ∶= u(𝒙 + �ek). 然后我们可以按照区域变分
和函数变分的定义算出

𝐯 = ek, m = )xku.

因此，如果 u是 I[⋅]的一个临界点,则定理6.3.1可以推出

d∑

i=1
)xi()piL )xku − L�ik) = 0, k = 1,⋯ , d. (6.3.2)

应用. 例如，我们将该结论应用到波动方程上，考虑

I[w] = ∫
T

0
∫
ℝd

1
2()tw)

2 − 1
2 |∇w|

2 + F(w) d𝒙 dt
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并设 u为极小化子。我们之前已经算过 u满足半线性波动方程

)2t u − ∆u + f(u) = 0, f = F′.

对此泛函，我们记 𝒑 = ()tw, )1w,⋯ , )dw), 𝒙 = (t, x1,⋯ , xd)并取 k = 0 (时间变量). 则 L(𝒑, z) =
1

2
p20 −

1

2
(p21 +⋯ + p2d) + F(z),对应 𝐯 = e0, m = )tu. 据诺特定理，我们得到

∇𝒙 ⋅ (∇u ut) + )t (u2t −
1
2(u

2
t − |∇u|2) + F(u)) = 0.

这表明 e ∶= 1

2
(u2t + |∇u|2) + F(u)满足 et − ∇𝒙 ⋅ (ut∇u) = 0. 若 u充分光滑，则可以推出能量守恒

d

dt
∫Ω e(t,𝒙) d𝒙 = 0.

类似地如果取 k ∈ ℕ∗(对应空间变量)，则 𝐯 = ek, m = )ku. 据诺特定理我们得到

∇𝒙 ⋅ (∇u )ku − ek (
1
2(u

2
t − |∇u|2) − F(u))) + )t()ku)tu) = 0.

对该式积分，并用散度定理知
d

dt
∫ℝd )ku)tu = 0 对任意 1 ≤ k ≤ d 成立，这是波方程的动量守

恒。

例 6.3.2 (波动方程的伸缩不变性). 回忆线性波动方程 )2t u − ∆u = 0对应如下泛函的极小化子

I[w] = 1
2 ∫

T

0
∫
ℝd

()tw)2 − |∇w|2 d𝒙 dt.

我们不难证明，波动方程在如下伸缩变换 (𝒙, t) ↦→ (�𝒙, �t), u ↦→ �
d−1
2 u(�𝒙, �t) 下具有不变性，

其中 � > 0. 今假设 � = e� 并定义如下区域变分和函数变分

𝔛(t,𝒙, �) = (e�t, e�𝒙), w(t,𝒙, �) ∶= e
(d−1)�

2 u(e�t, e�𝒙).

则据定义可以算出

𝐯 = (t,𝒙), m = tut + 𝒙 ⋅∇u + d − 1
2 u.

据诺特定理，经过漫长的无聊计算，我们可以求得散度型恒等式 )tp − div 𝐪 = 0,其中

p ∶= t2(()tu)
2 + |∇u|2) + (𝒙 ⋅∇u))tu +

d − 1
2 uut,

𝐪 ∶= (tut + 𝒙 ⋅∇u + d − 1
2 u)∇u + 1

2(u
2
t − |∇u|2)𝒙.
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该恒等式中证明三维能量临界波动方程的整体解存在性时起到了关键性的作用，具体证明见 Evans
[3,第 12.4节].

习题 6.3

习题 6.3.1 (p-拉普拉斯算子的伸缩不变性). 给定 p > 0,考虑 I[w] = ∫Ω |∇w|
p d𝒙. 证明：

(1) 极小化子 (假设存在) u满足 p-Laplacian方程 div (|∇u|p−2∇u) = 0.

(2) I[w]在变换 x ↦→ �𝒙, u ↦→ �
d−p
p u(�𝒙) (� > 0)下保持不变. 令 � = e� 并用诺特定理证明

∇ ⋅ [(𝒙 ⋅∇u +
d − p
p u)p|∇u|p−2∇u − |∇u|p𝒙] = 0. (6.3.3)

习题 6.3.2 (单调性公式). 设 B(𝟎, r)落在区域 Ω内部.

(1) 将恒等式(6.3.3)在球 B(𝟎, r)上积分，并用 Gauss-Green公式证明：

(d − p)∫
B(𝟎,r)

|∇u|p d𝒙 = r ∫
)B(𝟎,r)

|∇u|p − p|∇u|p−2()ru)2 dS𝒙,

其中 )ru ∶=
𝒙

|𝒙|
⋅∇u是 u的径向导数.

(2) 证明：r → 1

rd−p
∫B(𝟎,r) |∇u|

p d𝒙关于 r不减.

习题 6.3.3 (Derrick-Pohozaev恒等式). 设 u是方程 −∆u = |u|p−1u in Ω在边界条件 u|)Ω = 0下的
解，其中 Ω ⊂ ℝd (d ≥ 3) 是边界 C1 的星型域 (即区域中任一点与原点的连线都完整落在区域内
部), p > d+2

d−2
. 证明：

(1) ∫Ω |∇u|
2 d𝒙 = ∫Ω |u|

p+1 d𝒙.

(2) ∫Ω((𝒙 ⋅∇)u)|u|
p−1u d𝒙 = − d

p+1
∫Ω |u|

p+1 d𝒙. 其中 (𝒙 ⋅∇) = x1)x1 +⋯ + xd)xd .

(3) d−2

2
∫Ω |∇u|

2 d𝒙 ≤ d

p+1
∫Ω |u|

p+1 d𝒙,从而结合 (1)得到 u在 Ω内恒为零。

提示：u = 0在 )Ω恒成立实际上表明 ∇u(𝒙)在边界 )Ω上与单位外法向量 N(𝒙)平行。

问题 6.3

问题 6.3.1 (Almgren 单调性公式). 设 u 是区域 Ω ⊆ ℝd 上的调和函数，且满足 B(𝟎, R) ⊂ Ω,
u(𝟎) = 0, u ≢ 0. 对 0 < r < R,定义

a(r) ∶= 1
rd−1

∫
)B(𝟎,r)

u2 dS𝒙, b(r) ∶= 1
rd−2

∫
B(𝟎,r)

u2 d𝒙.
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在习题6.3.2的单调性公式中取 p = 2,可以得到 b′(r) = 2

rd−2
∫)B(𝟎,r)()ru)

2 dS𝒙.

(1) 证明: a′(r) = 2

rd−1
∫)B(𝟎,r) u )ru dS𝒙 =

2

r
b.

(2) 证明: b(r)2 ≤ r

2
a(r)b′(r).

(3) 定义频率函数 f ∶= b

a
,证明 Almgren单调性公式 f′(r) ≥ 0恒成立. (提示: 用 (1)的结论.)

(4) 证明: a′(r)

a(r)
≤ �

r
,进而 a(r) ≥ 
r� 对任意 0 < r < R 成立。此处 � ∶= 2b(R)

a(R)
, 
 ∶= a(R)

R�
. 该结论给

出了非常值调和函数在零点附近增长速率的下界估计。(提示: 先用 (3),再用 (1).)

问题 6.3.2 (波动方程的共形能量和Morawetz恒等式). 定义双曲反演 (hyperbolic inversion)如下

(t,𝒙) ↦→ (t̄, 𝒙̄) ∶= ( 𝒙
|𝒙|2 − t2

, t
|𝒙|2 − t2

) , ∀|𝒙| ≠ t. (6.3.4)

据此定义双曲 Kelvin变换 𝒦u = ū为 ū(t,𝒙) ∶= u(t̄, 𝒙̄)||𝒙̄|2 − t̄2|
d−1
2 .

(1) 证明：若 )2t u − ∆u = 0,则 )2t ū − ∆ū = 0.
(2) 考虑如下区域变分和函数变分

𝔛(t,𝒙, �) ∶= 
(t + �(|𝒙|2 − t2),𝒙), w(t,𝒙, �) ∶= 

d−1
2 u(𝒙(t,𝒙, �)),

其中 
 ∶= |𝒙|2−t2

|𝒙|2−(t+�(|𝒙|2−t2))2
. 这个过程相当于是对变量 (t,𝒙) 作双曲反演，然后再加上 �e0, 最

后再作双曲反演。证明：对应的速度 𝐯 和乘子 m分别为

𝐯 = (|𝒙|2 + t2, 2t𝒙), m = (|𝒙|2 + t2))tu + 2t𝒙 ⋅∇u + (d − 1)tu.

(3) 证明Morawetz恒等式 ct − div 𝐫 = 0,其中

𝐫 ∶=
(
|𝒙|2 + t2))tu + 2t𝒙 ⋅∇u + (d − 1)tu

)
∇u + t(()tu)2 − |∇u|2)𝒙, (6.3.5)

c ∶=
(t + |𝒙|)2

4 ()tu + )ru +
d − 1
2|𝒙|

u)
2

+
(t − |𝒙|)2

4 ()tu − )ru −
d − 1
2|𝒙|

u)
2

(6.3.6)

+ t2 + |𝒙|2

2 (|∇u|2 − ()ru)2 +
(d − 3)(d − 1)

4|𝒙|2
u2) − (d − 1)div (|𝒙|

2 + t2

|𝒙|2
u𝒙) .

Evans [3,第 8.6节]原话是“After a longish calculation, we derive Morawetz’s identity.”

问题 6.3.3 (波动方程的局部能量衰减). 设 u是如下波动方程的光滑解

)2t u −∆u = 0 in (0,∞) ×Ω, u(t,𝒙) = 0 on (0,∞) × )Ω, (u, )tu)|t=0 = (u0, u1) ∈ C∞
c (Ω). (6.3.7)

其中 Ω ∶= ℝd∖O, O ⊂ ℝd 是有界开集，且关于原点是星型域。
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回忆当 d = 3,Ω = ℝ3, O = ∅ 时, 线性波动方程的解具有 O(t−1) 的衰减速率。本题的目的是
在 Ω 的有界子区域内建立 O(t−2) 的衰减估计，这被称作波动方程的局部能量衰减 (local energy
decay). 今假设 O ⊂ B(𝟎, R),维数 d = 3.

(1) 证明：由问题6.3.2(3)给出的 c和 𝐫 满足如下关系,其中 � 是 )O的单位内法向量:

d
dt
∫
Ω
c d𝒙 = ∫

)O
𝐫 ⋅ � dS𝒙 ≤ 0.

(2) 利用 (1)和 c的表达式，证明：对任意 t > 0都有

∫
B(𝟎,R)∖O

(t + |𝒙|)2

4 ()tu + )ru +
d − 1
2|𝒙|

u)
2

+
(t − |𝒙|)2

4 ()tu − )ru −
d − 1
2|𝒙|

u)
2

+ |𝒙|2 + t2

2 (|∇u|2 − ()ru)2) d𝒙 ≤ C.

(3) 证明：当 t ≥ 2R时，有估计

∫
B(𝟎,R)∖O

|∇u|2 − ()ru)2 d𝒙 ≤
C
t2
, (6.3.8)

∫
B(𝟎,R)∖O

()tu)2 + ()ru)2 +
d − 1
|𝒙|

u )ru +
(d − 1)2

4|𝒙|2
u2 d𝒙 ≤ C

t2
. (6.3.9)

(4) 利用 u

|𝒙|
)ru = div ( u2

2|𝒙|2
𝒙) − d−2

2

u2

|𝒙|2
和 (3)的第二个不等式证明：

∫
B(𝟎,R)∖O

()tu)2 + ()ru)2 d𝒙 ≤
C
t2
, t ≥ 2R.



附录 A 常用记号

附录的第一部分记录了本讲义中常用的记号。

A.1 常用符号

• ℝd=d维实欧几里德空间 ℝ = ℝ1.

• ℝd 中的点 𝒙的坐标记为 𝒙 = (x1,⋯ , xd).
• 给定集合 Ω ⊂ ℝd，我们记 )Ω = Ω的边界, Ω = Ω ∪ )Ω = Ω的闭包.
• B(𝒙, r) ⊂ ℝd ∶ 以 𝒙 ∈ ℝd 为球心，r > 0 为半径的开球. B̄(𝒙, r) = 开球 B(𝒙, r) 的闭包,
B̌(𝒙, r) = B(𝒙, r)∖{𝒙} =以 𝒙 ∈ ℝd 为球心、r > 0为半径的去心开球.

• 𝕊d−1 = )B(𝟎, 1) = ℝd 中的 (d − 1)维单位球面.

• �(d) = ℝd 中的单位球体积 = �
d
2

Γ(1+ d
2
)
. d�(d) = 𝕊d−1 的表面积.

• ℝd
+ = {𝒙 ∈ ℝd ∶ xd > 0} =上半空间（不含边界）.

• ei = (0,⋯ , 0, 1,⋯ , 0) =第 i 个标准坐标向量。
• 设 U,V 是 ℝd 中的两个开集，我们记 V ⋐ U 是指 V ⊂ V ⊂ U 且 V 是 U 的紧子集。此时我
们称 V 紧包含于 U.

• 给定 T > 0和开集 Ω ⊂ ℝd，我们定义 Ω对应的抛物圆柱为 ΩT ∶= Ω × (0, T]、抛物边界为
ΓT ∶= ΩT∖ΩT.

A.2 函数相关的记号

• 函数 u ∶ Ω→ ℝ又写作 u(𝒙) = u(x1,⋯ , xd) (𝒙 ∈ Ω). 我们称 u 是 Ω内的光滑函数，是指 u
在 Ω内无穷阶连续可微.

• 设 u, v 是两个函数，我们记 u ≡ v 是指 u 恒等于 v. 我们记 u ∶= v 是指定义函数 u 与 v 相
等.

• 函数 u ∶ Ω→ ℝ的支集记作 Spt u ∶= {𝒙 ∈ Ω ∶ u(𝒙) ≠ 0}.
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• 函数 u 的正部（负部）定义为 u+ ∶= max{u, 0} (u− ∶= −min{u, 0}). 则有 u = u+ − u− 以及
|u| = u+ + u− 成立. 符号函数定义为

sgn(x) ∶=

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

1 x > 0,

0 x = 0

−1 x < 0.

• 对向量值函数 𝐮 ∶ Ω→ ℝm,我们记 𝐮(𝒙) = (u1(𝒙),⋯ , um(𝒙)) (𝒙 ∈ Ω).

• 若 Σ是 ℝd 中的 (d − 1)维超曲面，我们记 ∫Σ f(𝒙) dS𝒙 为函数 f 在 Σ上关于 (d − 1)维曲面
测度的积分，其中下标 𝒙 表示的是对 𝒙 变量作积分，在讲义中我们常常忽略它（除非出现
多个变量）。设 C 是 ℝd 中的曲线，我们记 ∫C fd𝓁为函数 f 沿着 C 的（第一型）曲线积分.

• 平均值：
⨏
Ω
f d𝒙 = 1

Vol(Ω)
∫
Ω
f(𝒙) d𝒙,

⨏
)Ω
f dS𝒙 =

1
Area()Ω)

∫
)Ω
f(𝒙) dS𝒙.

• 集合 E ⊂ ℝd 的示性函数记作 �E(𝒙) =
⎧

⎨
⎩

1 𝒙 ∈ E

0 𝒙 ∉ E
.

• 函数 f, g在 ℝd 上的卷积记为 f ∗ g，其定义为积分式（如果收敛）

(f ∗ g)(𝒙) = ∫
ℝd

f(𝒙 − 𝒚)g(𝒚) d𝒚 = ∫
ℝd

f(𝒚)g(𝒙 − 𝒚) d𝒚.

• 我们说当 𝒙→ 𝒙0 时有 f = O(g)，是指存在常数 C 使得 |f(𝒙)| ≤ C|g(𝒙)|对任意充分靠近 𝒙0
的点 𝒙成立.

• 我们说当 𝒙→ 𝒙0 时有 f = o(g)，是指 lim
𝒙→𝒙0

|f(𝒙)|

|g(𝒙)|
= 0.

A.3 求导相关的记号

设有函数 u ∶ Ω→ ℝ, 𝒙 ∈ Ω.

• 偏导数定义为 )u

)xi
(𝒙) = lim

ℎ→0

u(𝒙+ℎei)−u(𝒙)

ℎ
（如果极限存在）。我们常将其简记为 )xiu, )iu, uxi . 类

似地，我们可以定义高阶偏导数。

• 高阶偏导数的记号:
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1. 设 � = (�1,⋯ , �d)是多重指标，长度定义为 |�| = �1 +⋯ + �k，则偏导数 )�u定义为

)�u(𝒙) ∶=
)|�|u(𝒙)

)x�11 ⋯ )x�dd
= )�1x1 ⋯ )�dxdu.

2. 给定非负整数 k，记 )ku(𝒙) ∶= {)�u(𝒙) ∶ |�| = k}为 u 的全体 k 阶偏导数构成的集合，
同时我们把 )ku(𝒙)视作 ℝdk 中的点，其到原点的距离为

|)ku| =
⎛
⎜
⎝

∑

|�|=k
|)�u|2

⎞
⎟
⎠

1
2

.

3. 若 k = 1，我们将 )u视作向量，并用梯度作为记号

∇u ∶= ()x1u,⋯ , )xdu) = 梯度向量.

4. ur ∶=
𝒙

|𝒙|
⋅∇u是指 u的径向导数.

5. 若 k = 2,则

∇2u ∶=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

ux1x1 ⋯ ux1xd
⋯

uxdx1 ⋯ uxdxd

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

表示 u的 Hessian矩阵. ∆u =
d∑

i=1
uxixi = Tr(∇2u)是 Laplace算子作用在 u上.

• 设 𝐮 ∶ ℝd → ℝm 是向量值函数，其偏导数定义如下。

1. 设 � 为多重指标，则定义 )�𝐮 = ()�u1,⋯ , )�um). 类似我们定义 )k𝐮和 |)k𝐮|.

2. 若 k = 1,我们记 ∇𝐮 ∶=
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

)x1u1 ⋯ )xdu1
⋯

)x1um ⋯ )xdum

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

为 𝐮的梯度矩阵.

3. 若 m = d,我们定义向量值函数 𝐮的散度为

div 𝐮 ∶= ∇ ⋅ 𝐮 = Tr ∇𝐮 =
d∑

i=1
)xiui.

4. 若m = d = 3,我们定义向量值函数 𝐮的旋度为 curl 𝐮 ∶= ∇×𝐮 = ()x2u3−)x3u2, )x3u1−
)x1u3, )x1u2 − )x2u1). 若 m = d = 2, 向量值函数 𝐮 的旋度则是标量，定义为 ∇⟂ ⋅ 𝐮 =
−)x2u1 + )x1u2.
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A.4 函数空间的记号

设 Ω是 ℝd 中的开集.

• C(Ω) = {u ∶ Ω→ ℝ|u是连续函数.}
• C(Ω) = {u ∈ C(Ω) ∶ u在Ω的任何有界子集内都一致连续.}.
• Ck(Ω) = {u ∶ Ω→ ℝ ∶ )�u存在，且在Ω上是一致连续的, ∀0 ≤ |�| ≤ k}.
• Ck(Ω) = {u ∈ Ck(Ω) ∶ )�u在Ω的任何有界子集内都一致连续, ∀0 ≤ |�| ≤ k}.

• C∞(Ω) = {u ∶ Ω→ ℝ|u在Ω上是无穷阶连续可微的.} =
∞⋂

k=0
Ck(Ω). C∞(Ω) =

∞⋂

k=0
Ck(Ω).

• Cc(Ω), Ck
c (Ω), C∞

c (Ω)分别表示 C(Ω), Ck(Ω), C∞(Ω)中具有紧支集的函数全体.
• C2

1(I × Ω) = {u ∶ I × Ω → ℝ ∶ u, )xiu, )xi)xju, )tu ∈ C(I × Ω),∀1 ≤ i, j ≤ d}. 这里 I ⊂ ℝ 是
（时间）区间，Ω ⊂ ℝd 是区域. 变量一般记为 t ∈ I 和 𝒙 ∈ Ω.
• Lp(Ω) = {u ∶ Ω→ ℝ|u是Ω上的 Lebesgue可测函数, ‖u‖Lp(Ω) <∞}其中

‖u‖Lp(Ω) ∶= (∫
Ω
|u|p d𝒙)

1∕p

, (1 ≤ p <∞).

• L∞(Ω) = {u ∶ Ω→ ℝ|u是Ω上的 Lebesgue可测函数, ‖u‖L∞(Ω) <∞}其中

‖u‖L∞(U) = ess supΩu ∶= inf {M ∈ ℝ|集合{𝒙|u(𝒙) > M}的 Lebesgue测度为零.}.

• Lploc(Ω) = {u ∶ Ω→ ℝ|u ∈ Lp(V), ∀V ⋐ U}.
• ‖)ku‖Lp(Ω) = ‖|)ku|‖Lp(Ω).
• 函数空间 C(Ω → ℝm), Lp(Ω → ℝm) 的元素是向量值函数 𝐮 ∶ Ω → ℝm，且它的每个分量属

于标量函数对应的那个函数空间.
• Schwartz空间

𝒮(ℝd) ∶= {u ∈ C∞(ℝd) ∶ ‖u‖(N,�) <∞ ∀N ∈ ℕ和多重指标�}.

该空间上可以定义一族半范数如下

‖u‖(N,�) ∶= sup
𝒙∈ℝd

(1 + |𝒙|)N|)�u(𝒙)|.

则 (𝒮(ℝd), ‖ ⋅ ‖(N,�))是 Fréchet空间.
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记号: 设 Ω ⊂ ℝd 是 ℝd 中的开集，其边界 )Ω 是 C1 的（即局部可以写成 C1 函数图像），

Ω 是 Ω 的闭包. 记 N = (N1,⋯ , Nd) 是 )Ω 的单位外法向量. 记 ∇ ∶= ()1,⋯ , )d) 为梯度算子、
∆ ∶= )2x1 +⋯+ )2xd = ∇ ⋅∇为 Laplace算子. 设 u, v, w ∶ Ω→ ℝ为标量函数，𝐮,𝐯,𝐰 ∶ Ω→ ℝd 为

向量值函数. B(𝒙, r) ⊂ ℝd 是以 𝒙 ∈ ℝd 为圆心，r > 0为半径的 d维开球.

B.1 分部积分公式

本节将承认如下事实成立，谁爱证谁去证。

引理 B.1.1. 设 u ∈ C1(Ω)，则有

∫
Ω
)xiu d𝒙 = ∫

)Ω
u Ni dS, 1 ≤ i ≤ d.

据此引理，我们可得如下结论。

命题 B.1.2. 下述等式成立

1. (散度定理)设有向量值函数 𝐮 ∈ C1(Ω→ ℝd)，则

∫
Ω
∇ ⋅ 𝐮 d𝒙 = ∫

)Ω
𝐮 ⋅N dS.

2. (分部积分)设有函数 u, v ∈ C1(Ω)，则下式成立

∫
Ω
)xiu v d𝒙 = ∫

)Ω
uv Ni dS − ∫

Ω
u )xiv d𝒙, 1 ≤ i ≤ d.

回忆 ∆u ∶= div (∇u) = ∇ ⋅ (∇u) =
d∑

i=1
)2xiu. 结合散度定理，我们可证明如下恒等式成立。

命题 B.1.3 (高斯-格林公式及其推论). 设 u, v ∈ C2(Ω). 则有 Gauss-Green公式的如下形式成立.
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1. ∫Ω∆u d𝒙 = ∫)Ω
)u

)N
dS.

2. ∫Ω∇u ⋅∇v d𝒙 = − ∫Ω u∆v d𝒙 + ∫)Ω u
)v

)N
dS.

3. ∫Ω u∆v − v∆u d𝒙 = ∫)Ω u
)v

)N
− v )u

)N
dS.

若 ∆u = 0 in Ω,我们就称 u是 Ω中的调和函数. 对调和函数，命题 B.1.3可以导出下述结论

推论 B.1.4. 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω)是 Ω中的调和函数，则

1. ∫)Ω
)u

)N
dS = 0.

2. ∫Ω |∇u|
2 d𝒙 = ∫)Ω u

)u

)N
dS.

当空间维数 d = 3，我们定义旋度为 curl 𝐮 ∶= ∇×𝐮 = ()x2u3−)x3u2, )x3u1−)x1u3, )x1u2−)x2u1).
这个量在物理模型中的很多偏微分方程里都会出现，尤其是与流体力学、电磁学相关的方程。

命题 B.1.5 (向量积的微积分恒等式). 设 𝐮,𝐯,𝐰 ∈ C2(Ω→ ℝ3), f ∈ C1(Ω)，则有

1. ∇ × (∇f) = 𝟎, ∇ ⋅ (∇ × 𝐮) = 0.

2. ∇ × (f𝐮) = f(∇ × 𝐮) + (∇f) × 𝐮.特别地, ∇ × (f(|𝒙|)𝒙) = 𝟎对任意 f ∈ C1(ℝ → ℝ)都成立.
(因此，静电场是无旋场)

3. 设 Ω是单连通集. 若 ∇ × 𝐮 = 0 in Ω,则存在势函数 '使得 𝐮 = ∇'.

4. ∇ ⋅ (𝐮 × 𝐯) = (∇ × 𝐮) ⋅ 𝐯 − (∇ × 𝐯) ⋅ 𝐮.

5. ∇ × (𝐮 × 𝐯) = 𝐮(∇ ⋅ 𝐯) − 𝐯(∇ ⋅ 𝐮) + (𝐯 ⋅∇)𝐮 − (𝐮 ⋅∇)𝐯

6. 𝐮 × (∇ × 𝐯) = (∇𝐯) ⋅ 𝐮 − 𝐮 ⋅ (∇𝐯).

7. ∇ × (∇ × 𝐮) = ∇(∇ ⋅ 𝐮) − ∆𝐮.

8. ∫Ω∇ × 𝐮 d𝒙 = − ∫)Ω(𝐮 ×N) dS𝒙.

9. ∫Ω 𝐮 ⋅ (∇ × 𝐯) d𝒙 = − ∫)Ω(𝐮 × 𝐯) ⋅N dS𝒙 + ∫Ω(∇ × 𝐮) ⋅ 𝐯 d𝒙.

B.2 积分的极坐标表示、移动区域上的积分

下述引理讲了如何把 d维空间的积分转化为极坐标下的球面积分和对半径的积分，证明参见
Stein实分析 [15]第六章。

引理 B.2.1 (积分的极坐标表示). 设 u ∶ ℝd → ℝ在 ℝd 上是 Lebesgue可积的，则有

1. 对任意点 𝒙0 ∈ ℝd,成立

∫
ℝd

u d𝒙 = ∫
∞

0
(∫

)B(𝒙0,�)
u(𝒙) dS𝒙) d�.
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2. 对任意正数 R > 0和点 𝒙0 ∈ ℝd,成立

∫
B(𝒙0,R)

u d𝒙 = ∫
R

0
(∫

)B(𝒙0,�)
u(𝒙) dS𝒙) d�.

积分的极坐标表示实际上是如下“余面积公式”的特例，当然如下定理所述的余面积公式也

只是几何测度论中的一个特例，原始版本参见 Evans-Gariepy [4]的第三章。

定理 B.2.2 (余面积公式). 设 u ∶ ℝd → ℝ是 Lipschitz连续函数，且假设对几乎处处的 r ∈ ℝ，水
平集 {𝒙 ∈ ℝd|u(𝒙) = r}都是光滑的 (d − 1)维超曲面. 又假设 f ∶ ℝd → ℝ是 Lebesgue可积函数，
则

∫
ℝd

f(𝒙)|∇u(𝒙)| d𝒙 = ∫
+∞

−∞
(∫

{u=r}
f(𝒙) dS𝒙) dr.

引理 B.2.1可由定理 B.2.2中取 u(𝒙) = |𝒙 − 𝒙0|直接证得. 定理 B.2.2的证明见 [4]的第三章。

接下来我们介绍如何对移动区域上的积分式求导。今考虑一族边界光滑的区域 Ω(t) ⊂ ℝd，且

光滑 (C∞)依赖于参数 t ∈ ℝ. 设 𝐯 是边界 )Ω(t)，N 是 )Ω(t)的单位外法向量。

定理 B.2.3. 设 f = f(t,𝒙)是光滑函数，则有

d
dt
∫
Ω(t)

f d𝒙 = ∫
)Ω(t)

f(𝐯 ⋅N) dS𝒙 + ∫
Ω(t)

)tf d𝒙.

B.3 卷积与光滑化

本节讲述：给定一个 Lp 函数 f（不知道它的连续性、可微性），如何利用卷积构造一族光滑
函数 f" 来逼近 f. 该构造在现代偏微分方程研究中仍然是常用技巧。

定义 B.3.1. 首先我们需要引进下面这些记号：

• 设 Ω ⊂ ℝd 是开集，实参数 " > 0，我们记 Ω" ∶= {𝒙 ∈ Ω ∶ dist (𝒙, )Ω) > "}.
• 定义隆起函数 (bump function) � ∈ C∞(ℝd)如下

�(𝒙) =
⎧

⎨
⎩

C exp ( 1

|𝒙|2−1
) |𝒙| < 1

0 |𝒙| ≥ 1
,

其中常数 C > 0保证积分值 ∫ℝd � d𝒙 = 1. 这里我们称 � 为标准光滑子 (standard mollifier).

• (光滑子)对每个实参数 " > 0，我们定义

�"(𝒙) ∶=
1
"d
�
(𝒙
"

)
.
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并称 �" 是参数为 " > 0 的光滑子. 利用变量替换公式可以证明 ∫ℝd �" d𝒙 = 1 以及 Spt �" ⊂
B(𝟎, ").

给定 f ∈ Lp(Ω),其中 1 ≤ p ≤ +∞，我们利用卷积和光滑子引进它的一种光滑逼近 f"(𝒙) ∶=
(�" ∗ f)(𝒙)。如下定理记录了卷积光滑逼近的若干常用性质。

定理 B.3.1 (光滑子的性质). 设 f ∶ Ω→ ℝ是局部可积函数（即在Ω的任意紧子集上都是 Lebesgue
可积的）. 则有

1. f" ∈ C∞(Ω"). (这个 Ω" 不可以换成 Ω! 这是因为作卷积后，Sptf" 会比 Sptf“膨胀出”一圈
厚度为 "的区域，这可以通过卷积定义看出来)

2. f" → f a.e., as " → 0.

3. 若 f ∈ C(Ω),则在 Ω的任意紧子集上都有一致收敛 f" ⇉ f.

4. 若 1 ≤ p <∞且 f ∈ Lploc(Ω),则 f" → f in Lploc(Ω).

证明. 首先证明光滑性，实际上这只要证明一阶导数的存在性，再用数学归纳法递推到任意阶导
数即可。固定点 𝒙 ∈ Ω"、分量 i ∈ {1,⋯ , d}，则可以取充分小的实数 ℎ，使得 𝒙+ ℎei ∈ Ω"。接下

来我们计算差商

f"(𝒙 + ℎei) − f"(𝒙)
ℎ

= 1
"d
∫
Ω

1
ℎ
(� (

𝒙 + ℎei − 𝒚
" ) − � (

𝒙 − 𝒚
" ))f(𝒚) d𝒚

= 1
"d
∫
V

1
ℎ
(� (

𝒙 + ℎei − 𝒚
" ) − � (

𝒙 − 𝒚
" ))f(𝒚) d𝒚

这里 V ⋐ Ω. 而现在我们有如下一致收敛的结论：

1
ℎ
(� (

𝒙 + ℎei − 𝒚
" ) − � (

𝒙 − 𝒚
" ))⇉ 1

" )xi� (
𝒙 − 𝒚
" ) in V as ℎ → 0.

这就表明上述差商的积分数是收敛的，我们记 ℎ → 0 时上述积分式的极限函数为 )xif"(𝒙)，其满
足

∫
Ω
)xi�"(𝒙 − 𝒚)f(𝒚) d𝒚.

这就证明了一阶导数存在性，且证明了 )if" = )i(f ∗ �") = ()if) ∗ �".

接下来证明点态收敛，据卷积光滑逼近的定义，我们可以作如下化简：

|f"(𝒙) − f(𝒙)| =
|||||||||
∫
B(𝒙,")

�"(𝒙 − 𝒚)(f(𝒚) − f(𝒙)) d𝒚
|||||||||
≤ 1
"d
∫
B(𝒙,")

� (
𝒙 − 𝒚
" ) |f(𝒚) − f(𝒙)| d𝒚

≤ C ⨏
B(𝒙,")

|f(𝒚) − f(𝒙)| d𝒚→ 0 a.e. 𝒙 ∈ Ω.
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上述过程中的最后一步是由 Lebesgue微分定理得到（见 Stein实分析 [15]第三章）。进一步，如果
f 是连续函数，则对任意紧子集 V ⋐ Ω，我们可以插入一个开集 W 使得 V ⋐ W ⋐ Ω. 此时 f 在
W 上是一致连续的，且由 Lebesgues微分定理得到的收敛性对每个 𝒙 ∈ V 都成立，这样就证明来
结论 (3).

最后证明 (4). 仍然按照上面的方法选取开集 V ⋐ W ⋐ Ω，首先要证明 f" ∈ Lploc(Ω) (1 ≤ p <
∞). 为此，固定 𝒙 ∈ V,用 Hölder不等式可算出

|f"(𝒙)| =
|||||||||
∫
B(𝒙,")

�"(𝒙 − 𝒚)f(𝒚) d𝒚
|||||||||
≤ ∫

B(𝒙,")
�
1− 1

p
" �

1
p
" |f(𝒚)| d𝒚

≤ (∫
B(𝒙,")

�"(𝒙 − 𝒚) d𝒚)
1− 1

p

(∫
B(𝒙,")

�"(𝒙 − 𝒚)|f(𝒚)|p d𝒚)

1
p

≤ 1 ⋅ (∫
B(𝒙,")

�"(𝒙 − 𝒚)|f(𝒚)|p d𝒚)

1
p

.

接下来，两边取 p次方并在 V 上积分，利用积分Minkowski不等式可得

∫
V
|f"(𝒙)|p d𝒙 ≤∫

V
∫
B(𝒙,")

�"(𝒙 − 𝒚)|f(𝒚)|p d𝒚 d𝒙

≤∫
W
|f(𝒚)|p (∫

B(𝒚,")
�"(𝒙 − 𝒚) d𝒙) d𝒚 = ∫

W
|f|p <∞.

在 Lp范数 (1 ≤ p <∞)下的收敛则可以由连续函数逼近得到，即给定 V,W as above和误差 � > 0,
我们可以找到 g ∈ C(W)使得 ‖f − g‖Lp(W) < �. 则

‖f" − f‖Lp(V) ≤ ‖f" − g"‖Lp(V) + ‖g" − g‖Lp(V) + ‖g − f‖Lp(V)
≤ 2‖f − g‖Lp(W) + ‖g" − g‖Lp(V).

利用 (3),我们有 lim sup
"→0

‖f" − f‖Lp(V) ≤ 2�.
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附录 C 傅立叶级数与傅立叶变换

本章介绍傅立叶 (Fourier)变换和傅立叶级数的基本性质，部分定理的证明被跳过（因为需要
更多的实变函数技巧）。傅立叶变换部分主要参考了 Stein的傅立叶分析 [14]第六章和 Folland实
分析 [5]第八章，傅立叶级数部分则参考常庚哲、史济怀数学分析 [1]第 17章。

C.1 傅立叶变换

给定 f ∈ L1(ℝd)，定义 f 的傅立叶变换为如下复值函数

f̂(𝝃 ) ∶= 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝒙)e−i𝒙⋅� d𝒙, (C.1.1)

其中 i =
√
−1, ei� ∶= cos � + i sin �, 𝒙 ⋅ 𝝃 = x1�1 +⋯ + xd�d. 𝝃 = (�1,⋯ , �d)被称作“频率变量”.

我们同样可以定义 f ∈ L1(ℝd)的傅立叶逆变换

f̌(𝒙) ∶= 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝝃 )ei𝒙⋅𝝃 d𝝃 . (C.1.2)

傅立叶变换及其逆变换（作为算子）一般分别被记作 ℱ 和 ℱ−1.

为什么我们能把 (C.1.2)称作傅立叶“逆”变换呢？这是因为我们有如下反演公式。

命题 C.1.1 (傅立叶反演公式). 设 f, f̂ ∈ L1(ℝd),则存在 f0 ∈ C0(ℝd) (连续函数，且在无穷远处趋
于零)使得 f = f0 a.e. 以及 f0 = (f̂)∨ = (f̌)∧.

该性质的证明依赖于 Riemann-Lebesgue引理和 Gauss核的恒等逼近（类似于前一节的卷积光
滑逼近，只是紧支光滑函数 � 换成标准正态分布的密度函数），这里暂时跳过且证明不作要求。

从定义 (C.1.1)看出，f ∈ L1 未必蕴含了 f̂ ∈ L1. 人们因此想找到一个更好的函数类，不妨记
为 X，使得傅立叶变换把 X 里面的元素映射到 X 里面的元素，而且傅立叶变换在 X 上可逆。这
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样的函数空间是存在的，其中一个例子为 Schwartz函数空间，其定义如下：

𝒮(ℝd) ∶= {u ∈ C∞(ℝd) ∶ ‖u‖(N,�) <∞ ∀N ∈ ℕ和多重指标�}. (C.1.3)

这里的 ‖u‖(N,�) 是半范数，定义为

‖u‖(N,�) ∶= sup
𝒙∈ℝd

(1 + |𝒙|)N|)�u(𝒙)|.

据此，(𝒮(ℝd), ‖ ⋅ ‖(N,�))是 Fréchet空间。

粗略地说，Schwartz函数是光滑函数，并且它和它的导数在无穷远处的衰减速率比任意阶多
项式衰减都快，比如正态分布高斯核里面的 e−|𝒙|2 就是一个 Schwartz函数。

命题 C.1.2 (Folland [5, Prop. 8.3 and 8.17]). 对 Schwartz函数空间，成立如下结论：

1. 若 f ∈ C∞,则 f ∈ 𝒮当且仅当 𝒙�)�f对任意多重指标 �, �都是有界的,当且仅当 )�(𝒙�f)对
任意多重指标 �, � 都是有界的。这里 𝒙� ∶= x�11 ⋯x�dd .

2. C∞
c 和 𝒮都在 Lp (1 ≤ p <∞)和 C0 中稠密。

如上定义很难看出傅立叶变换和偏微分方程有什么关系。然而，接下来我们证明傅立叶变换

能把导数和乘子互相转化（对应把常系数线性偏微分方程和常微分方程互相转化），把卷积和乘积

相互转化（从而用傅立叶变换求得的解往往具有卷积形式）。下面的各个性质中对函数 f, g 有不
同的要求，但是为了行文上的简便，我们在证明这些结论时假设所有函数都是 Schwartz函数，一
般情况基本可以用 𝒮在 Lp 空间中的稠密性证得。

命题 C.1.3. 设 f, g ∈ L1(ℝd)，则有

1. (导数 ↔ 乘子) 若 f ∈ Ck, )�f ∈ L1 对任意 |�| ≤ k 成立，且 )�f ∈ C0 对任意 |�| ≤ k − 1
成立, 那么有 (̂)�𝒙f)(𝝃 ) = (i𝝃 )�f̂(𝝃 ). 类似地, 若 𝒙�f ∈ L1 对任意 |�| ≤ k 成立, 则 f̂ ∈ Ck 且

((−i𝒙)�f(𝒙))∧(𝝃 ) = )�𝝃 f̂(𝝃 ).
2. 若 T 是 ℝd 上的可逆线性变换，且 S = (T∗)−1 是 T 的转置的逆, 则 f̂◦T = | detT|−1f̂◦S. 特
别地，我们有

• (平移) (f(𝒙 − 𝐡))∧(�) = e−i𝐡⋅�f̂(𝝃 )对任意 𝐡 ∈ ℝd 成立.

• (伸缩) (f(�𝒙))∧(𝝃 ) = |�|−df̂(𝝃∕�)对任意 � ∈ ℝ成立.
• (对称性)若 f, f̂ ∈ L1,则 f̌(𝝃 ) = f̂(−𝝃 ). 进而有 ℱ4 =Id.

3. (卷积 ↔ 乘积) f̂ ∗ g(𝝃 ) = (
√
2�)df̂(𝝃 )ĝ(𝝃 ). 这里 (f ∗ g)(𝒙) = ∫ℝd f(𝒙 − 𝒚)g(𝒚) d𝒚 =

∫ℝd f(𝒚)g(𝒙 − 𝒚) d𝒚 表示 f, g 的卷积. 卷积定义中的积分式收敛一般只需要 f, g 有一个是
L1 的，另一个是 L∞ 的.

4. (Riemann-Lebesgue引理)对任意 f ∈ L1(ℝd), f̂ ∈ C(ℝd)且满足 |f̂(𝝃 )|→ 0 as |𝝃 |→∞.



C.1 傅立叶变换 207

证明. (1): 为了简便，我们只对一阶偏导数 )� = )j 证明，其中 j ∈ {1,⋯ , d},一般情况可以反复利
用一阶导数的结果得到. 据傅立叶变换的定义和分部积分可得

(̂)xjf)(�) =
1

(2�)
d
2

∫
ℝd

)xjf(𝒙)e
−i𝒙⋅𝝃 d𝒙

)j= − 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝒙))xj(e
−i𝒙⋅𝝃 ) d𝒙 = (i�j)

1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝒙)e−i𝒙⋅𝝃 d𝒙.

(1)中第二个恒等式可以类似证得

(−ixjf(𝒙))∧(𝝃 ) =
1

(2�)
d
2

∫
ℝd

(−ixj)f(𝒙)e−i𝒙⋅𝝃 d𝒙 =
1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝒙))�j(e
−i𝒙⋅𝝃 ) d𝒙 = )�j f̂(𝝃 ).

(2): 利用傅立叶变换的定义和变量替换 𝒚 = T𝒙,我们有

f̂◦T(𝝃 ) = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(T𝒙)e−i𝝃 ⋅𝒙 d𝒙 = | detT|−1 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝒙)e−i𝝃 ⋅T−1𝒙 d𝒙

= | detT|−1 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝒙)e−i(S𝝃 )⋅𝒙 d𝒙 = | detT|−1f̂(S𝝃 ).

(3): 不妨假设 f, g ∈ 𝒮(ℝd),于是下面证明过程中的积分式全是收敛的，且可以直接换序。一
般情况可由命题 C.1.2的逼近性质给出.

f̂ ∗ g(𝝃 ) = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

(∫
ℝd

f(𝒙 − 𝒚)g(𝒚) d𝒚)

⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟
(f∗g)(𝒙)

e−i𝒙⋅𝝃 d𝒙

= 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

(∫
ℝd

f(𝒙 − 𝒚)g(𝒚) d𝒚) e−i(𝒙−𝒚)𝝃e−i𝒚⋅𝝃 d𝒙

= (
√
2�)d ⋅ 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

⎛
⎜
⎝

1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝒙 − 𝒚)e−i(𝒙−𝒚)⋅𝝃 d𝒙
⎞
⎟
⎠⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟

f̂(𝝃 )

g(𝒚)e−i𝒚⋅𝝃 d𝒚

= (
√
2�)df̂(𝝃 )ĝ(𝝃 ).

(4): 再次回忆傅立叶变换的定义: f̂(𝝃 ) = 1

(2�)
d
2
∫ℝd f(𝒙)e−i𝒙⋅𝝃 d𝒙. 若 f ∈ L1(ℝd)，则可以通过如
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下计算证得连续性：

|f̂(𝝃 − 𝐡) − f̂(𝝃 )| =
||||||||||

1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f(𝒙)e−i𝒙⋅𝝃 (e−i𝒙⋅𝐡 − 1) d𝒙
||||||||||
≤ 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

|f(𝒙)||e−i𝒙⋅𝐡 − 1| d𝒙.

由于 |e−i𝒙⋅𝐡 − 1| ≤ 2以及 f ∈ L1(ℝd),那么对任意 𝒙 ∈ ℝd,上式最后一个积分里面的被积函数可被
2|f| ∈ L1(ℝd) (不依赖 𝐡)逐点控制。据控制收敛定理，我们可以交换 lim

𝐡→𝟎
和 ∫ℝd 的顺序从而证得

该积分式收敛到零。

下面证明 Lebesgue可积函数的傅立叶变换在频率空间无穷远处收敛到零。这个证明有一个小
技巧：在相函数中作变量替换 𝒙 = 𝒚 + �𝝃

|𝝃 |2
，把 f̂(𝝃 )用 𝒚变量重写，得到

f̂(𝝃 ) = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f (𝒚 +
�𝝃
|𝝃 |2

) e−i(𝒚+
�𝝃
|𝝃 |2

)⋅𝝃 d𝒚
e−i�=−1
=== − 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

f (𝒚 +
�𝝃
|𝝃 |2

) e−i𝒚⋅𝝃 d𝒚.

两式相加得到

2f̂(𝝃 ) = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

(f(𝒙) − f (𝒙 +
�𝝃
|𝝃 |2

)) e−i𝒙⋅𝝃 d𝒙,

从而

|f̂(𝝃 )| ≤ 1
2

1

(2�)
d
2

∫
ℝd

|||||||||
f(𝒙) − f (𝒙 +

�𝝃
|𝝃 |2

)
|||||||||
d𝒙→ 0 as 𝝃 →∞.

最后一步取极限用到了 L1范数的平移连续性，即对任意 f ∈ L1(ℝd)有 lim
𝐡→𝟎

∫ℝd |f(𝒙+𝐡)−f(𝒙)| d𝒙 =

0，而这里 �𝝃∕|𝝃 |2 → 0就充当了 𝐡的角色。

注记C.1.1. 上述性质中的 (1)和 (3)在求解常系数线性偏微分方程时非常重要。例如，给定如下形
式的方程 ut +

∑

|�|≤N
a�)�𝒙u = f(t,𝒙) (t > 0, x ∈ ℝd),如果我们对 𝒙变量作傅立叶变换，并记 u(t,𝒙)

的傅立叶变换为 û(t, 𝝃 ),则原偏微分方程就转化成一个关于时间变量 t 的常微分方程:

ût(t, 𝝃 ) +
N∑

k=0
a�(i𝝃 )�û(t, 𝝃 ) = f̂(t, 𝝃 ),

这样我们可以（利用积分因子法等等）显式解出 û(t, 𝝃 )，最终通过傅立叶逆变换求解 u本身。
需注意的是，最后一步的实施往往对函数本身要求很高（例如是 Schwartz 函数等），而我们

要求解的方程的初值或是源项并不一定是非常好的函数。因此傅立叶变换方法更多地是用来“预

判”解的表达式（因为如果一个表达式对“很差的”情况成立，那么同样的表达式对“很好的”情

况肯定也是对的），然后再利用分析的手段证明这个表达式可以推广到更一般的情况。

显见，命题C.1.3(1)蕴含如下结果
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推论 C.1.4 ([5,推论 8.23]). ℱ 和 ℱ−1 都将 𝒮连续地映射到 𝒮自身。

下一个引理表明：傅立叶变换保持 L2 内积.

引理 C.1.5. 若 f, g ∈ L1,则 ∫ℝd f̂(𝒙)g(𝒙) d𝒙 = ∫ℝd f(𝝃 )ĝ(𝝃 ) d𝝃 .

证明. 由 Fubini定理，直接代入定义计算可得

∫
ℝd

f̂(𝒙)g(𝒙) d𝒙 = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

(∫
ℝd

f(𝒚)e−i𝒙⋅𝒚 d𝒚) g(𝒙) d𝒙

Fubini定理
=== ∫

ℝd

f(𝒚)
⎛
⎜
⎝

1

(2�)
d
2

∫
ℝd

e−i𝒙⋅𝒚g(𝒙)
⎞
⎟
⎠
d𝒚 = ∫

ℝd

f(𝒚)ĝ(𝒚) d𝒚.

现在我们可以证明定理 C.1.1，即傅立叶反演公式。（本课程对此不作要求）

定理C.1.1的证明. 令 Φ(𝒙) = e−
|𝒙|2

2 . 给定 t > 0,我们考虑对 (f̂)∨ 作卷积光滑逼近：

1

(2�)
d
2

∫
ℝd

e−t|𝝃 |2ei𝝃 ⋅𝒙f̂(𝝃 ) d𝝃 = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

Φ(
√
2t𝝃 )ei𝝃 ⋅𝒙f̂(𝝃 ) d𝝃 .

接下来化简左边，据命题 C.1.3和引理 2.4.1,函数 '(𝝃 ) ∶= ei𝝃 ⋅𝒙e−t|𝝃 |2 的傅立叶变换可以写成

'̂(𝒚) = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

e−i𝝃 ⋅(𝒙−𝒚)Φ(
√
2t𝝃 ) d𝝃 = 1

(
√
2t)d

Φ(
𝒙 − 𝒚
√
2t

).

现在，可以使用引理 C.1.5得到如下的卷积形式

1

(2�)
d
2

∫
ℝd

e−t|𝝃 |2ei𝝃 ⋅𝒙f̂(𝝃 ) d𝝃 = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

'(𝝃 )f̂(𝝃 ) d𝝃

= 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

'̂(𝒚)f(𝒚) d𝒚 = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

1

(
√
2t)d

Φ(
𝒙 − 𝒚
√
2t

)f(𝒚) d𝒚

= (�√2t ∗ f)(𝒙),

这里 �(⋅) ∶= 1

(2�)
d
2
Φ(⋅) ∈ 𝒮, �"(⋅) ∶=

1

"d
�( ⋅

"
). 而习题 2.1.1 表明 ∫ℝd � = 1，从而 �√2t 是一族恒等逼

近。

现在我们用定理 B.3.1(4)的类似版本 (见 Folland [5,引理 8.25])可以证得 f ∗ �√2t
L1
,,→ f in L1,

进而存在子序列几乎处处收敛到 f. 另一方面，因为 f̂ ∈ L1,所以我们用控制收敛定理就可得到想



210 附录 C 傅立叶级数与傅立叶变换

要的极限

lim
t→0

1

(2�)
d
2

∫
ℝd

e−t|𝝃 |2ei𝝃 ⋅𝒙f̂(𝝃 ) d𝝃 = 1

(2�)
d
2

∫
ℝd

ei𝝃 ⋅𝒙f̂(𝝃 ) d𝝃 = (f̂)∨(𝒙).

这就说明 f = (f̂)∨ a.e. 最后，Riemann-Lebesgue引理表明二者都是 C0 函数，证毕。

推论 C.1.6 ([5,推论 8.27]). 若 f ∈ L1 且 f̂ = 0,则 f = 0 a.e.

推论 C.1.7 ([5,推论 8.28]). ℱ 是 𝒮上的自同胚。

我们最后以 Plancherel定理结束这一小节，它表明傅立叶变换是 L2-等距同构。

定理 C.1.8 (Plancherel定理). 若 f ∈ L1 ∩ L2,则 f̂ ∈ L2;且 ℱ|L1∩L2 可以唯一地延拓为 L2 上的酉等
距同构。

证明. 令 𝔛 ∶= {f ∈ L1|f̂ ∈ L1}. 由于 f̂ ∈ L1 蕴含 f ∈ L∞, 于是我们知道 𝔛 ⊂ L2. 又因为 𝒮 ⊂ 𝔛,
所以 𝔛在 L2 中是稠密的. 现给定 f, g ∈ 𝔛,令 ℎ = ̄̂g. 则由傅立叶反演公式知 ℎ̂(𝝃 ) = g(𝝃 )，再用引
理 C.1.5就可得到

∫
ℝd

fḡ = ∫
ℝd

fℎ̂ = ∫
ℝd

f̂ℎ = ∫ f̂ ̄̂g.

因此,ℱ|𝔛保持了 L2内积。特别地，令 g = f就得到ℱ是 L2酉等距的，即 ‖f̂‖L2 = ‖f‖L2 (Plancherel
恒等式). 反演公式表明 ℱ(𝔛) = 𝔛，由 B.L.T.定理（有界线性泛函的连续延拓定理）得知 ℱ|𝔛 可
以唯一地延拓为 L2 上的酉等距同构. 最后，我们只要证明这个延拓之后的算子与 ℱ 在 𝔛是一样
的，这一步与定理 C.1.1的证明类似，此处不再赘述。

习题 C.1

习题 C.1.1. 是否存在 ℝd 上的非零调和函数 u ∈ L2(ℝd)？

习题 C.1.2. 给定 f ∈ 𝒮(ℝd)，设 u(𝒙) ∈ 𝒮(ℝd)是 −∆u + u = f, 𝒙 ∈ ℝd 的光滑解.

(1) 计算 u的傅立叶变换.

(2) 证明

∫
ℝd

|u(𝒙)|2 + 2|∇u(𝒙)|2 + |∇2u(𝒙)|2 d𝒙 = ∫
ℝd

|f(𝒙)|2 d𝒙.

此处 |∇u|2 =
d∑

j=1
()xju)

2, |∇2u|2 =
d∑

j=1

d∑

k=1
()xj)xku)

2.

习题 C.1.3. 在 ℝd 中我们有极坐标表示 𝒙 = r�,其中 r = |𝒙|, � ∈ 𝕊d−1. 我们称 f 是径向函数是指
f(𝒙)的取值只依赖于 r，不依赖 �. 证明：若 f 是径向 Schwartz函数，则它的傅立叶变换也是。
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问题 C.1

问题 C.1.1. 设 ' ∶ ℝd → ℂ是可测函数，满足 |'| = 1以及 '(𝒙+𝒚) = '(𝒙)'(𝒚)对任意 𝒙,𝒚 ∈ ℝd

成立。证明：存在 𝝃 ∈ ℝd 使得 '(𝒙) = ei𝒙⋅𝝃 .

问题 C.1.2 (*海森堡不确定性原理). 给定点 𝒙0, 𝝃 0 ∈ ℝd 以及函数 f ∈ 𝒮(ℝd),证明如下海森堡不
确定性原理：

(∫
ℝd

|(𝒙 − 𝒙0)f(𝒙)|2 d𝒙) (∫
ℝd

|(𝝃 − 𝝃 0)f̂(𝝃 )|
2 d𝝃) ≥

d2
4 (∫

ℝd

|f(𝒙)|2 d𝒙)
2

. (C.1.4)

这个不等式表明动量和位置不可能同时在给定的动量 𝝃 0 和给定的位置 �0 附近被确定。
提示：只需证明 𝝃 0 = 𝒙0 = 0的情况即可，否则考虑 g(𝒙) = f(𝒙+𝒙0)e−i𝒙⋅𝝃 0 并利用命题C.1.3(2)

约化到这一特殊情况。利用 Plancherel恒等式可得 |𝝃 f̂(𝝃 )|2 = |∇̂f(𝝃 )|2，之后再用 Plancherel恒等
式和 Cauchy-Schwarz 不等式证明左边 ≥ (∫ℝd |(𝒙 ⋅ ∇f)f| d𝒙)2, 最后用 (∇f)f = 1

2
∇(f2), 然后分部

积分一次。

问题 C.1.3. 本题是习题C.1.3的后继，计算径向函数傅立叶变换与原始函数的关系。设 � 是单位
球面 𝕊d−1 上的曲面测度（具体的球坐标表示可参见数学分析教材 [1] 第 10.8 节）. 令 J(𝝃 ) =
∫𝕊d−1 e

i𝒙⋅𝝃 d�(𝒙). 证明如下结论。

(1) J 是径向函数，并记 j(|𝝃 |) = J(𝝃 ),定义 g(�) = ∫∞0 j(2�r�)f(r)rd−1 dr.
(2) J和 j分别满足方程 ∆J + J = 0和 �j′′(�) + (d−1)j′(�) + �j(�) = 0. 后者被称作 Bessel方程.
（实际上可以证明 j(�) = (2�)d∕2�(2−d)∕2J(d−2)∕2(�),其中 J� 是 � 阶第一类 Bessel函数）

(3) 计算 d = 3时，j 的表达式。

问题 C.1.4. 本题是问题C.1.3的后继，讨论第一类 Bessel函数的基本性质。对整数 n,定义阶为 n
的第一类 Bessel函数

Jn(�) ∶=
1
2� ∫

2�

0
ei� sin �e−in� d�.

(1) 若 f ∈ 𝒮(ℝd)是径向函数，用带有 J0(⋅)的积分表达式写出 f̂(𝝃 ).
(2) 证明：若 � ∈ ℝ,则 Jn(�) ∈ ℝ.
(3) 证明如下恒等式

1. J−n(�) = (−1)nJn(�).
2. 2J′n(�) = Jn−1(�) − Jn+1(�).

3. ( 2n
�
) Jn(�) = Jn−1(�) + Jn+1(�).

4. (�−nJn(�))
′ = −�−nJn+1(�).

5. (�nJn(�))
′ = �nJn−1(�).
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6. Jn(�)满足如下二阶常微分方程

J′′n (�) + �−1J′n(�) +
(
1 − n2∕�2

)
Jn(�) = 0.

(4) 证明：

Jn(�) = (
�
2)

n ∞∑

m=0
(−1)m

�2m

22mm!(n +m)!
.

(5) 证明：对任意 n ∈ ℤ, a, b ∈ ℝ有

Jn(a + b) =
∑

𝓁∈ℤ
J𝓁(a)Jn−𝓁(b).

问题 C.1.5. 本题是问题C.1.4的后继，讨论分数阶第一类 Bessel 函数的基本性质。对非整数值
n, (n > −1∕2),定义 Bessel函数为

Jn(�) =
(�∕2)n

Γ(n + 1∕2)
√
�
∫
1

−1
ei�t

(
1 − t2

)n−(1∕2)
dt

(1) 证明：对非负整数 n,上述积分式定义的 Jn(�)与问题C.1.4里面的定义是等价的。（提示：先
对 n = 0验证，然后再套用问题C.1.4里面的递推式。）

(2) 证明 J1∕2(�) =
√

2

�
�−1∕2 sin �，并满足

lim
n→−1∕2

Jn(�) =
√

2
��

−1∕2 cos �

(3) 设 f ∈ 𝒮(ℝd)是径向函数，即 f(𝒙) = f0(r), r = |𝒙|. 计算 f̂写成径向函数形式的表达式（用
含 J(d∕2)−1, f0 积分式表示）。

问题 C.1.6. 本题与 Hermite函数的基本性质相关。在 𝒮(ℝ)上我们定义算子 T, T∗ 为

Tf(x) = 1
√
2
(xf(x) − f′(x)), T∗f(x) = 1

√
2
(xf(x) + f′(x)).

证明如下结论：

(1) ∫(Tf)ḡ = ∫fT∗g，且 T∗Tk − TkT∗ = kTk−1.

(2) 设 ℎ0 = �−1∕4e−x2∕2, ℎk = (k!)−1∕2Tkℎ0. ℎk 称作第 k 个正则化 Hermite 函数。证明：Tℎk =√
k + 1ℎk+1, T∗ℎk =

√
kℎk−1 从而 TT∗ℎk = kℎk.

(3) 令 S = 2TT∗ + I 为 Hermite算子，证明 Sf(x) = x2f(x) − f′′(x), Sℎk = (2k + 1)ℎk.
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(4) {ℎk}k≥0 是复 L2(ℝ)空间的标准正交集。
(5) 用归纳法证明对任意正整数 k 有

Tkf(x) = (−1)k2−k∕2ex2∕2 ( d
dx

)
k

(e−x2∕2f(x)), ℎk(x) =
(−1)k

√
�1∕22kk!

ex2∕2 ( d
dx

)
k

e−x2∕2.

(6) 令 Hk(x) = ex2∕2ℎk(x). 证明 Hk 是 k 次多项式（被称作第 k 个正则化 Hermite多项式），以
及 {H0,⋯ , Hm}的全体线性组合恰是全体 ≤ m次的多项式。

(7) 证明：{ℎk}k≥0 是复 L2(ℝ)空间的标准正交基。（提示：假设 (f, ℎk)L2 = 0对任意 k 成立，令
g(x) = ex2∕2f(x)，通过展开 e−i𝒙⋅𝝃 以及用 (6)去证明 ĝ = 0.）

(8) 算子 A ∶ L2 → L2定义为 Af(x) = (2�)1∕4f(
√
2�x). 证明：对任意 f ∈ L2都有 f̂ = A−1ℱAf,

T̂f = −iT(f̂), ℎ̂0 = ℎ0, ℎ̂k = (−i)kℎk. 从而如果 �k = Aℎk,则 {�k}是 L2 的标准正交基，且它
由 ℱ 的特征函数组成。

问题C.1.7 (L∞空间的 Sobolev嵌入定理). 对 s ∈ ℝ, f ∈ 𝒮(ℝd),我们定义范数 ‖f‖s ∶= ‖⟨𝝃 ⟩sf̂(𝝃 )‖L2(ℝd),
其中 ⟨𝝃 ⟩ ∶=

√
1 + |𝝃 |2. 今假设 s > d

2
,证明：

(1) 存在常数 C > 0使得对任意 f ∈ 𝒮(ℝd)成立 ‖f‖L∞(ℝd) ≤ C‖f‖s.
(2) 存在常数 C > 0使得对任意 f, g ∈ 𝒮(ℝd)成立 ‖fg‖s ≤ C‖f‖s‖g‖s.

提示：(1)将 f 写成 f = (f̂)∨ 并用傅立叶逆变换的定义写成积分，然后乘以 ⟨𝝃 ⟩s 和 ⟨𝝃 ⟩−s,然
后利用 s > d

2
得出 ⟨𝝃 ⟩−s ∈ L2(ℝd),用 Cauchy-Schwarz不等式即得。(2)注意到 f̂g = (2�)−

d
2 (f̂ ∗ ĝ),

把卷积写成积分式并利用 ⟨𝝃 ⟩s ≤ C(⟨𝝃 − 𝜼⟩s + ⟨𝜼⟩s)即可。
本题的最一般形式为 Moser不等式，可以视作非整数阶的 Leibniz法则，即 )s(fg)的本质最

高阶项必为 ()sf)g + f()sg),具体结论为：对任意 s ≥ 0有 ‖fg‖s ≤ C(‖f‖s‖g‖L∞ + ‖f‖L∞‖g‖s). 其
证明要用到调和分析中的 Littlewood-Paley分解，此处无法介绍。

C.2 傅立叶级数

设 f是周期 2�的函数，且在 [−�, �]可积. 我们定义 f对应的傅立叶级数 (二者未必相等)为

f(x) ∼
a0
2 +

∞∑

n=1
(an cos(nx) + bn sin(nx)), (C.2.1)

其中 an, bn 被称作 f 的傅立叶系数,表达式为

an ∶=
1
� ∫

�

−�
f(x) cos(nx) dx, bn ∶=

1
� ∫

�

−�
f(x) sin(nx) dx. (C.2.2)
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显见，若 f 是奇函数，则 an = 0；若 f 是偶函数，则 bn = 0.
傅立叶系数满足如下性质

引理 C.2.1 (Riemann-Lebesgue引理). 若 f ∈ L1([a, b])，则

lim
�→+∞

∫
b

a
f(x) sin(�x) dx = lim

�→+∞
∫
b

a
f(x) cos(�x) dx = 0.

引理 C.2.2 (正交性). 如下等式可以直接计算出来

1
� ∫

�

−�
sin(kx) sin(lx) dx = �kl,

1
� ∫

�

−�
cos(kx) cos(lx) dx = �kl,

1
� ∫

�

−�
sin(kx) cos(lx) dx = 0,

其中 �kl = 1 if k = l, �kl = 0 if k ≠ l.

C.2.1 C1 函数傅立叶级数的逐点收敛

本节回答问题：f 的傅立叶级数什么时候（点态）收敛？极限函数是什么？

定理 C.2.3 (逐点收敛定理). 设 f是周期 2�且在 [−�, �]可积的函数并且在 [−�, �]上是分段1 C1

的. 则 f 对应的傅立叶级数在 x = x0 处收敛到左、右极限的平均值
f(x0 + 0) + f(x0 − 0)

2 . 这里
f(x0 ± 0)是指 f 在 x = x0 处的左、右极限。特别地，若 f 在 x = x0 处连续，则它对应的傅立叶
级数在 x = x0 处收敛到 f(x0).

证明. 记 SN(f)(x0)为 f 的傅立叶级数在 x = x0 处的部分和,

SN(f)(x0) =
a0
2 +

N∑

n=1
(an cos(nx) + bn sin(nx)).

在证明 SN(f)(x0)→ s ∶= f(x0+0)+f(x0−0)

2
之前,我们需要化简 SN(f)(x0). 代入 an, bn 的定义，并

利用三角恒等式 cos(� + �) = cos� cos � − sin� sin � 得到

SN(f)(x0) =
1
� ∫

�

−�
f(x) (

1
2 +

N∑

n=1
cos(n(x − x0))) dx.

然后用下面这个恒等式对部分和作进一步化简。

引理 C.2.4. 设 � ≠ 2k� (k ∈ ℤ),则有 1
2 +

N∑

n=1
cos(n�) =

sin(N + 1

2
)�

2 sin �

2

.

1即除去有限个间断点外，f 都是 C1 的
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证明. 只需注意

cos(n�) =
2 sin �

2
cos(n�)

2 sin �

2

=
sin((n + 1

2
)�) − sin((n − 1

2
)�)

2 sin �

2

.

据此引理，部分和可以被进一步化简

SN(f)(x0) =
1
� ∫

�

−�
f(x)

sin(N + 1

2
)(x − x0)

2 sin x−x0
2

dx
x−x0=t=== 1

� ∫
�−x0

−�−x0

f(x0 + t)
sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt

f 2�-周期
=== 1

� ∫
�

−�
f(x0 + t)

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt.

接下来我们把上面最后一个积分 ∫�−� 划分为 ∫0−� + ∫
�
0 两部分

SN(f)(x0) =
1
� ∫

0

−�
f(x0 + t)

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt + 1
� ∫

�

0
f(x0 + t)

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt

=1� ∫
�

0
f(x0−t)

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt + 1
� ∫

�

0
f(x0 + t)

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt

=1� ∫
�

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t))

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt.

现在可以证明逐点收敛了，对引理C.2.4中的恒等式两边在 [0, �]积分可得

∫
�

0

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt = �
2 .

这样 SN(f)(x0) − s就写成

SN(f)(x0) − s =1� ∫
�

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t) − 2s)

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt.
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现在我们想用 Riemann-Lebesgue引理证明收敛性。注意到，若

(f(x0 + t) + f(x0 − t) − 2s)
1

2 sin t

2

,

在 [−�, �]上是可积的，则 R-L引理直接蕴含 SN(f)(x0) − s → 0,这正是我们想要的结论. 然而当
t → 0时，分母 2 sin t

2
会趋于零。因此，我们把靠近原点这一部分单独隔离出来，即将 ∫�0 划分为

∫�0 + ∫
�
� ,其中 � ≪ 1是一个很小的数。这样，R-L引理表明远离原点的部分趋于零

1
� ∫

�

�
(f(x0 + t) + f(x0 − t) − 2s)

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt → 0, N →∞.

对靠近原点的部分 ∫�0 ,我们注意到在 |t|≪ 1时有 2 sin t

2
≈ t,这就使得我们去“强行构造”出

f 的导数。我们现在进行如下操作

1
� ∫

�

0

f(x0 + t) + f(x0 − t) − 2s
t

⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⎴⏟
可积?

⋅ t
2 sin t

2
⏟⏟⏟

≈1

⋅ sin(N + 1
2)t dt.

然后把 s = f(x0+0)+f(x0−0)

2
代入得到

f(x0 + t) + f(x0 − t) − 2s
t =

f(x0 + t) − f(x0 + 0)
t +

f(x0 − t) − f(x0 − 0)
t .

因为 f 是分段 C1 的，所以 f 在 x0 处的单侧导数存在且有界

f′±(x0) = lim
t→0+

f(x0 ± t) − f(x0 ± 0)
±t 存在且有界.

这样的话
f(x0+t)+f(x0−t)−2s

t
在 � ≪ 1时就是有界的，从而可积。

现在再对函数
f(x0+t)+f(x0−t)−2s

t
⋅ t

2 sin t
2

用 Riemann-Lebesgue引理，就得到

1
� ∫

�

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t) − 2s)

sin(N + 1

2
)t

2 sin t

2

dt → 0, N →∞.
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推论 C.2.5 (Dini 判别法). 设 f 是周期 2� 函数，且在 [−�, �] 可积. 给定 s ∈ ℝ, 令 '(t) =
f(x0+ t)+f(x0− t)− 2s. 若存在 � > 0使得 '(t)

t
在 [0, �]上是可积的，则 f的傅立叶级数在 x = x0

处收敛到 s. 特别地，若 f 在 x0 附近是 C0,�-Hölder连续的，或者 f 在 x0 处的单侧导数 f′±(x0)存
在且有限，则 f 的傅立叶级数在 x = x0 收敛到 s = f(x0+0)+f(x0−0)

2
.

现在计算一些例子。

例 C.2.1. 计算 f(x) =
⎧

⎨
⎩

x −� ≤ x < �

−� x = �
的傅立叶级数。

解. 首先注意 f 是 (−�, �)上的奇函数,则 an = 0 ∀n. 而 bn 可以直接计算

bn =
1
� ∫

�

−�
x sin(nx) dx = 1

� ∫
�

−�
x d
dx

(−1n cos(nx)) dx

分部积分
=== 1

� ∫
�

−�

1
n cos(nx) dx −

1
�
x
n cos(nx)

||||
�

−�
= (−1)n−1 2n.

所以 f(x)的傅立叶级数是
∞∑

n=1
(−1)n−1 2n sin(nx).它在−� < x < �时等于 x,但在端点 x = ±�,

该傅立叶级数收敛到
−�+�

2
= 0.

例 C.2.2. 计算 f(x) =
⎧

⎨
⎩

x 0 ≤ x < 2�

0 x = 2�
的傅立叶级数。

解. 由于 f是 2�-周期的，所以可以等价地考虑 (0, 2�)上的积分，而不一定是 (−�, �). 首先，我们
仍有 an = 0对 n ≥ 1成立以及 a0 =

1

�
∫2�0 x dx = 2�.对 bn,我们可以算出 bn =

1

�
∫2�0 x sin(nx) dx =

− 2

n
. 所以傅立叶级数是 � −

∞∑

n=1

2
n sin(nx). 在 (0, 2�)上,我们得到

x = � −
∞∑

n=1

2
n sin(nx), 0 < x < 2�,

但在端点处，傅立叶级数收敛到
0+2�

2
= �.



218 附录 C 傅立叶级数与傅立叶变换

上面两个例子表明，傅立叶级数可以计算一些无穷求和。例如在例C.2.1中令 x = �

2
就有

�
2 = 2(1 − 1

3 +
1
5 −

1
7 +⋯) ⇒ �

4 = 1 − 1
3 +

1
5 −

1
7 +⋯ ,

在例C.2.2中令 x = 1就得到
� − 1
2 =

∞∑

n=1

sinn
n .

例 C.2.3. 计算 f(x) = |x|, (−� ≤ x ≤ �)的傅立叶级数.

解. 首先注意到 f 是 (−�, �)上的偶函数,所以 bn = 0 ∀n. 然后可以计算 a0 =
1

�
∫�−� |x| dx = � 以

及

an =
1
� ∫

�

−�
|x| cos(nx) dx = 2

�n2
((−1)n − 1) =

⎧

⎨
⎩

0 n = 2k

− 4

(2k−1)2�
n = 2k − 1.

因此 |x|在 [−�, �]上的傅立叶级数是 �
2 − 4

�

∞∑

k=1

cos(2k − 1)x
(2k − 1)2

. 因为 |x|是分段 C1 且点点连

续，所以在 [−�, �]上 |x|等于该傅立叶级数。

注记 C.2.1. 当 0 < x < � 时,上面三个傅立叶级数全都等于 x,但是它们的形式各自不同. 这是因
为我们只对 2� 周期函数定义了傅立叶级数，如果只在长度为 � 的区间上给定 f(x) = x, 我们就
有不同的方式将其延拓为 ℝ上的 2�-周期函数，上面三个例子就是三种不同的延拓方式。

C.2.2 Cesàro平均收敛

Dini判别法 (推论 C.2.5)表明傅立叶级数的点态收敛不仅对函数的连续性有要求，而且对函
数的一阶导数（至少是单侧导数）有额外要求。我们自然地会问，如果现在只知道 f是连续函数，
那么它对应的傅立叶级数是否还有逐点收敛到 f的性质。1876年，Du Bois-Reymond给出了反例，
构造了一个连续函数，其傅立叶级数点点都不收敛到函数本身。



C.2 傅立叶级数 219

另一方面，我们也可以修改收敛的方式以求得级数的收敛性。以数项级数为例，
∞∑

n=1
(−1)n−1 =

1− 1 + 1 − 1 +⋯显然不是收敛级数。本节介绍的 “Cesàro求和"就是一种比传统求和更弱的求和
方式。可以证明收敛级数必定在 Cesàro意义下收敛，但反过来未必。

定义 C.2.1 (Cesàro收敛). 给定级数
∞∑

n=1
an,记 SN 是它前 N 项的部分和，定义部分和的算术平均

（又称 Casàro平均）为
�N ∶=

S1 +⋯ + SN
N , N ∈ ℕ∗.

若 {�N} 是收敛序列，且极限为 �, 则称级数
∞∑

n=1
an 在 Cesàro-可和的, 或者等价地说级数

∞∑

n=1
an 在

Cesàro意义下收敛,记作
∞∑

n=1
an = � (C)

. �称作级数
∞∑

n=1
an 的 Cesàro平均。

据 Stolz定理,我们可以直接证明 {SN}的收敛必然蕴含 {�N}的收敛，且二者极限值也相同。另

一方面，
∞∑

n=1
(−1)n−1 就是一个在 Cesàro意义下收敛（极限值为 1/2），但是本身并不收敛的级数。

本节的主要任务是证明 Fejér定理，它表明连续函数的傅立叶级数必然在 Cesàro意义下收敛
到函数本身.

定理C.2.6 (Fejér). 设 f是周期 2�函数，在 [−�, �]上可积。若 f在 x = x0处的单侧极限 f(x0±0)

存在，则在 x = x0处，f的傅立叶级数在 Cesàro意义下收敛到
f(x0 − 0) + f(x0 + 0)

2 . 特别地，若
f 在 x0 处是连续的，则在 x = x0 处，f 的傅立叶级数的 Cesàro平均就等于 f(x0).

证明. 与定理 C.2.3的证明类似,我们先化简 �N 的表达式. 给定 x0 ∈ [−�, �],我们已经有

SN(x0) =
1
� ∫

�

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t))

sin
(
n + 1

2

)
t

2 sin t

2

dt.

于是就可以计算它的算术平均值

�N(x0) =
1
N

N−1∑

k=0
Sk(x0) =

1
n� ∫

�

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t))

N−1∑

k=0

sin
(
k + 1

2

)
t

2 sin t

2

dt

= 1
2n� ∫

�

0
(f(x0 + t) + f(x0 − t))

⎛
⎜
⎝

sin nt

2

sin t

2

⎞
⎟
⎠

2

dt,
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此处我们再次用到三角恒等式
N−1∑

k=0

sin
(
k + 1

2

)
t

sin t

2

=
sin2 Nt

2

sin t

2

.

特别地，在 [−�, �]上令 f = 1可得积分恒等式

1
N� ∫

�

0

⎛
⎜
⎝

sin Nt

2

sin t

2

⎞
⎟
⎠

2

dt = 1.

其中的函数 FN(t) ∶=
1

n�
(
sin Nt

2

sin t
2

)
2

被称作 Fejér核.

下面证明 �N(x0)→ s ∶= f(x0−0)+f(x0+0)

2
. 据上面的化简结果，有

�N(x0) − s = 1
2N� ∫

�

0
'(t)

⎛
⎜
⎝

sin Nt

2

sin t

2

⎞
⎟
⎠

2

dt,

其中 '(t) = f(x0 + t) − f(x0 − t) − 2s. 由于 f 在 x0 处的单侧极限存在,所以给定任意的 " > 0,都
存在 � ∈ (0, �)使得

|f(x0 ± t) − f(x0 ± 0)| < " ∀t ∈ (0, �) ⇒ |'(t)| < 2" ∀t ∈ (0, �).

这再次暗示我们把积分区域划分为两块: ∫�0 + ∫
�
� . 第一部分可以用被积函数 '的小性控制

|||||||||
∫
�

0

|||||||||
≤ 1
2N� ∫

�

0
|'(t)|

⎛
⎜
⎝

sin Nt

2

sin t

2

⎞
⎟
⎠

2

dt < "
N� ∫

�

0

⎛
⎜
⎝

sin Nt

2

sin t

2

⎞
⎟
⎠

2

dt = ".

第二部分，我们需要用到
1

N
的衰减性和 '的可积性

||||||||
∫
�

�

||||||||
≤ 1
2N� ∫

�

0
|'(t)| ⋅ 1

sin2 �

2

dt = C
N

其中 A = (2� sin2 �

2
)−1 ∫�0 |'(t)| dt <∞. 这样，当 N > A∕"时，我们就有

|�N(x0) − s| < 2".
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注记 C.2.2. 至此，我们可以看见傅立叶级数与泰勒级数的一个不同之处在于：函数 f 的傅立叶
级数在 x0处（如果在某种意义下收敛）必然等于 f在该点处的左右极限的平均值，但是泰勒级数
可能会收敛到其它的值，例如考虑函数 f(x) = e−

1
x2 (x ≠ 0), f(0) = 0，它在原点处展开得到的泰

勒级数只有在 x = 0时才收敛到 f(x).

我们把形如 Tn(x) =
�0
2
+

n∑

k=1
(�k cos kx + �k sin kx)的函数称作 n 次三角多项式. Fejér定理的

一个重要推论就是：周期连续函数可由三角多项式一直逼近。

定理 C.2.7 (Weierstrass逼近定理). 任意满足 f(−�) = f(�)的连续函数 f ∈ C[−�, �]可以被三角
多项式在 [−�, �]上一致逼近。即给定这样的函数 f, f对任意误差 " > 0,都存在三角多项式 P(x)
使得 max

x∈[−�,�]
|f(x) − P(x)| < ".

证明. 我们可以首先把 f 延拓为 ℝ上的周期 2� 的连续函数. 据 Fejér定理, f 可被它的 Cesàro部
分和 {�N(x)}一致逼近。而傅立叶级数的部分和 Sk(x)是 k次三角多项式,所以 �N(x)必然是 N次
三角多项式。

C.2.3 傅立叶级数的 L2 理论

本节回答问题：傅立叶级数是否具有唯一性？前面两节我们实际上已经对 f 具有较好的连续
性、可微性的情况作了回答，而本节则考虑一般的可积函数。特别地，Weierstrass 逼近定理不再
成立，这是因为一致逼近不允许有任何一个点例外，而连续函数在邻近点处的值相差较小，从而

不能出现问题。但是对一般可积函数，逐点值可以在零测集上进行修改，因此不可能有一致逼近

的结论。退而求其次，我们考虑在 L2 意义下的收敛性。
以上只是讨论 L2 理论的一个非主要动机，更重要的则是 Lp 空间只有在 p = 2时才是内积空

间，进而我们可以建立一组“正交基”，说明傅立叶级数实际上是在对函数在 L2 里面作正交分解。
需指出的是，“正交性”是现代调和分析（傅立叶分析）的核心思想，这一点待同学们到高年级或

者研究生阶段就会有所体会。

首先，我们引进如下函数空间

L2([a, b]) = {f ∶ [a, b]→ ℝ Lebesgue可测
|||||||
∫
b

a
|f(x)|2 dx <∞} .

实际上，它是一个实内积空间，其内积 (⋅, ⋅)可以按如下方式定义：

(f, g) ∶= ∫
b

a
f(x)g(x) dx f, g ∈ L2([a, b]),
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满足

• (f, g) = (g, f), ∀f, g ∈ L2([a, b])
• (双线性) ∀c1, c2 ∈ ℝ, (c1f1 + c2f2, g) = c1(f1, g) + c2(f2, g)
• (范数) ‖f‖L2 ∶=

√
(f, f) = (∫ba |f(x)|

2 dx)
1
2 定义了 L2([a, b])上的一个范数，即：

– ‖f‖L2 = 0⇔ f = 0 (在相差一个零测集的意义下).

– ‖cf‖L2 = |c|‖f‖L2 , ∀c ∈ ℝ.

– ‖f + g‖L2 ≤ ‖f‖L2 + ‖g‖L2 .

注记 C.2.3. 如果考虑复值函数的 L2 空间，则要把内积定义为 (f, g) ∶= ∫ba f(x)g(x) dx,对应的性
质也要作出改动。

现在我们引进若干术语。我们说函数 f, g ∈ L2([a, b]) 是正交的，是指它们的 L2 内积满足
(f, g) = 0. 我们称 {'0, '1,⋯'n} ⊂ L2[a, b]是 L2[a, b]的一组标准正交集 (不是“基”)，是指它满
足 ('k, 'l) = �kl. 今给定 L2[a, b]的一组标准正交集 {'n},我们定义

• f 的傅立叶系数: ck ∶= (f, 'k),

• f 的傅立叶级数: f ∼
∞∑

k=0
ck'k(x).

此设定下，我们通过简单计算得知，下面这列三角函数

𝒯 ∶= {
1

√
2�

, cosx√
�
, sinx√

�
,⋯ , cosnx√

�
, sinnx√

�
,⋯}

就构成了 L2([−�, �]) 中的一个标准正交集，它也是我们定义 2� 周期函数在 [−�, �] 上的傅立叶
级数时使用的“基”。

现在我们致力于回答下面这个问题：

给定 f ∈ L2[a, b],是否存在 {ck}使得 lim
N→∞

‖‖‖‖‖‖‖‖‖
f −

N∑

k=0
ck'k

‖‖‖‖‖‖‖‖‖L2
= 0? 如果是，那么 {ck}取何

值时，所得的部分和是 f 的“最佳逼近”?

首先，我们证明贝塞尔 (Bessel)不等式，其表明：给定 f ∈ L2，如果在 {'k}Nk=1 的线性组合里
面选取元素在 L2 范数下逼近 f，那么 f 的傅立叶级数的部分和就是最佳逼近元

定理 C.2.8 (Bessel不等式). 设 {'k}是 L2([a, b])的一组标准正交集. 设 f ∈ L2[a, b]关于 {'k}的傅
立叶系数为 {ck},即 (f, 'k) = ck ∀k ∈ ℕ. 则对任意 {�k} ⊂ ℝ和任意 N ∈ ℕ∗,必有不等式

‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖
f −

N∑

k=0
ck'k

‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖L2
≤
‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖
f −

N∑

k=0
�k'k

‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖L2
,
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等号成立当且仅当对任何的 0 ≤ k ≤ N 都有 ck = �k .

证明. 令 SN =
N∑

k=0
ck'k, TN =

N∑

k=0
�k'k. 然后直接计算误差即可

‖f − TN‖2L2 =∫
b

a
(f − TN)2 dx = ∫

b

a
f2 dx − 2∫

b

a
fTN dx + ∫

b

a
T2N dx

= ‖f‖2L2 − 2
N∑

k=0
�k ∫

b

a
f(x)'k(x) dx

⏟⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⏟
=ck

+
N∑

k=0

N∑

j=0
�k�j ∫

b

a
'k(x)'j(x) dx

⏟⎴⎴⎴⎴⏟⎴⎴⎴⎴⏟
=�kj

= ‖f‖2L2 − 2
N∑

k=0
�kck +

N∑

k=0
�2k = ‖f‖2L2 −

N∑

k=0
c2k +

N∑

k=0
(ck − �k)2

⏟⎴⎴⏟⎴⎴⏟
≥0

≥ ‖f‖2L2 −
N∑

k=0
c2k.

显见，上面的等号成立当且仅当 �k = ck 对 0 ≤ k ≤ N 都正确. 在等号成立时，我们得到

‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖
f −

N∑

k=0
ck'k

‖‖‖‖‖‖‖‖‖‖

2

L2

= ‖f‖2L2 −
N∑

k=0
c2k ≥ 0.

上式的等号部分成立是因为 f −
N∑

k=0
ck'k 与

N∑

k=0
ck'k 是正交的.

注记 C.2.4. 事实上，这也给出了 Riemann-Lebesgue 引理的另一个证明
∑
c2k < ∞ ⇒ |ck| → 0 as

k →∞.

进一步，我们想知道是否有
∞∑

k=0
c2k = ‖f‖2L2? 如果它正确那就说明 {'k}实际上是 L2[a, b]的一

组标准正交基，该等式就可以视作 L2[a, b]上的勾股定理. 我们实际上有如下结论

定理 C.2.9 (L2[a, b]空间的“勾股定理”). 给定 2�-周期函数 f ∈ L2[−�, �],设它的傅立叶系数是
an, bn,则有

• (完备性) lim
N→∞

‖‖‖‖‖‖‖‖‖
f − (a0

2
+

N∑

n=1
(an cosnx + bn sinnx))

‖‖‖‖‖‖‖‖‖L2
= 0.

• (Parseval恒等式)
1
� ∫�−�(f(x))

2 dx =
a20
2 +

∞∑

n=1
(a2n + b2n).

证明概要（细节见数学分析教材 [1]第 17章）. 我们难以直接对 L2 函数证明这个结论，但是如



224 附录 C 傅立叶级数与傅立叶变换

果 f 只是一个形如 A0 +
N∑

n=1
An cosnx + Bn sinnx 三角多项式,那么结论就由三角函数的正交性自

动得出，因为对这样的 f,我们直接取 an = An 和 bn = Bn 就好了。
因此，我们现在需要把这个对全体 L2[−�, �] 函数证明的命题约化成“只需要对三角多项式

证明”，这实际上蕴含了两个逼近步骤

L2 函数
L2 逼近
←,,,,,, 连续函数

一致收敛
←,,,,,,,三角多项式

第一步是实变函数里面的标准结论

引理 C.2.10. 给定 f ∈ L2[a, b],则对任意 " > 0,都存在函数 g ∈ Cc[a, b]使得 ‖g − f‖L2 < ".

据此引理，固定 " > 0,我们选取这样一个 g ∈ Cc[a, b]满足 ‖g − f‖L2 < ". 接下来再对 g用定
理 C.2.7，得到存在三角多项式 Tn0(x)满足 sup

[−�,�]
|g(x) − Tn0(x)| < ",从而 ‖g − Tn0‖

2
L2[−�,�] ≤ 2�"2.

由定理 C.2.8,我们知道 g的傅立叶级数部分和 SN(g)满足 ‖g − Sn0(g)‖
2
L2 ≤ ‖g − Tn0‖

2
L2 < 2�"2，并

且该不等式对所有的 SN(g) (N > n0)都对。这样就知道 g的傅立叶级数 L2收敛到 g本身，从而证
得 Parseval恒等式对全体 g ∈ Cc[a, b]都成立。
最后，对一般的 f ∈ L2[−�, �]，上述逼近过程表明 ‖f − Tn0‖

2
L2 < (2� + 1)"2，从而我们对 f

可以证明同样的结论。

Parseval恒等式有如下推论:

推论 C.2.11 (傅立叶级数的唯一性). 对 2�-周期函数 f ∈ L2[−�, �], 若它的全体傅立叶系数都是
0，则 f = 0.

推论 C.2.12 (广义 Parseval 恒等式). 给定 2�-周期函数 f, g ∈ L2[−�, �], 其傅立叶系数分别为
an, bn;�n, �n,则有等势

1
� ∫

�

−�
f(x)g(x) dx =

a0�0
2 +

∞∑

n=1
(an�n + bn�n).

证明. 只需注意 4fg = (f + g)2 − (f − g)2，然后分别对 f + g和 f − g用 Parseval恒等式，作差即
可。

特别地，如果我们在广义 Parseval恒等式中取 g(x) =
⎧

⎨
⎩

1 a ≤ x ≤ b

0 x ∈ [−�, a) ∪ (b, �]
，那么就可以

得到一个令人比较惊讶的结果: 即使 f 的傅立叶级数并不点态收敛到 f, 但在 [a, b] ⊂ [−�, �] 上
积分之后必定相等.

推论 C.2.13 (逐项积分定理). 给定 2�-周期函数 f ∈ L2[−�, �]，其傅立叶系数为 an, bn,则对任意
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区间 [a, b] ⊂ [−�, �],成立如下积分恒等式

∫
b

a
f(x) dx = ∫

b

a

a0
2 dx +

∞∑

n=1

∫
b

a
(an cosnx + bn sinnx) dx.

例 C.2.4. 之前我们已经证过

x = 2
∞∑

n=1
(−1)n−1 sinnxn − � < x < �.

现在用 Parseval恒等式又得到
1
� ∫

�

−�
x2 dx = �2

6 =
∑

n

1
n2
,

从而
∞∑

n=1
(−1)n−1 1

n2
=
∑

n

1
n2

− 2
∑

n

1
(2n)2

= �2
12 .

然后我们还可以对第一个式子求积分，得到

1
2x

2 =2
∞∑

n=1
(−1)n−1 ∫

x

0

sin(ny)
n dy = 2

∞∑

n=1
(−1)n

cos(ny)
n2

|||||||

y=x

y=0

= 2
∞∑

n=1

(−1)n cos(nx) + (−1)n−1

n2
= 2

∞∑

n=1

(−1)n cos(nx)
n2

+ �2
6

⇒ x2 = �2
3 +

∞∑

n=1
(−1)n 4

n2
cos(nx).

再用一次 Parseval恒等式，可计算出

1
� ∫

�

−�
x4 dx = 2�4

9 =
∑

n

16
n4

⇒
∑ 1

n4
= �4
90 .

注记 C.2.5. 事实上，L2[a, b]也有其它类型的正交集，以 [0, 1]区间为例,我们考虑 Rademacher函
数列

'n(t) = sgn sin(2n�t), n ∈ ℕ∗.

可以证明它是 L2[0, 1]的一组标准正交集，但不是一组标准正交基 (完备性不成立). 它在频谱分析
中的 “Walsh 变换" 起到了重要作用. 数学上，借助这类函数还可以给出大数定律的一个证明，以
及调和分析中的 Littlewood-Paley平方函数定理的证明。

本节的最后，我们列举一般的周期 2L (L > 0) 函数的傅立叶级数的结论。设 f 在 [−L, L] 可
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积，则对应傅立叶级数为

f(x) ∼
a0
2 +

∞∑

n=1
an cos(

n�
L x) + bn sin(

n�
L x),

其中

an ∶=
1
L ∫

L

−L
f(x) cos n�L x dx, bn ∶=

1
L ∫

L

−L
f(x) sin n�L x dx.

对应的 Parseval恒等式为
1
L ∫

L

−L
f(x)2 dx =

a20
2 +

∞∑

n=1
(a2n + b2n).

习题 C.2

习题 C.2.1. 设 f 是奇函数，具有 2�周期，且有表达式 f(x) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

� − 1
2 x 0 ≤ x ≤ 1

� − x
2 1 < x ≤ �.

计算 f 在 (−�, �)上的傅立叶级数，并据此计算
∞∑

n=1

sin2 n

n2
,

∞∑

n=1

sin2 n

n4
,

∞∑

n=1

sinn

n
.

习题 C.2.2. 设 f ∈ Ck(ℝ) (k ∈ ℕ∗)是 2� 周期函数，傅立叶系数为 an, bn (n ∈ ℕ). 证明：n → ∞
时, an, bn = O(n−k) . 进一步地，是否还有 lim

n→∞
nkan = lim

n→∞
nkbn = 0? 证明结论或者举反例。

习题 C.2.3. 计算 cos(px) (p ∉ ℤ)在 [−�, �]上的傅立叶级数，并据此证明如下等式

�
sin(p�)

= 1
p +

∞∑

n=1
(−1)n

2p
p2 − n2

. cotx = 1
x +

∞∑

n=1

2x
x2 − n2�2

, x ≠ k�, k ∈ ℤ.

习题 C.2.4. 证明如下结论。

(1) 对任意 x ∈ ℝ,有

| cosx| = 2
� + 4

�

∞∑

n=1

(−1)n−1

4n2 − 1
cos(2nx).

(2) 若 f ∈ L1[a, b],则 lim
�→+∞

∫ba f(x)| cos �x| dx =
2

�
∫ba f(x) dx.

习题 C.2.5. 证明如下恒等式

∞∑

n=1
(−1)n−1 cosnxn = ln(2 cos x2 ), x ∈ (−�, �);

∞∑

n=1

cosnx
n = − ln(2 sin x2 ), x ∈ (0, 2�).
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习题 C.2.6. 设 x ∈ (0, 2�),证明

n∑

k=1

sin kx
k

= −x2 + ∫
x

0

sin(n + 1

2
)t

sin t

2

dt,

并据此证明 ∫+∞0
sinx

x
= �

2
.

习题 C.2.7. 设 f ∈ L2[−�, �]是 2�-周期函数，傅立叶系数为 an, bn (n ∈ ℕ). 证明
∑

n≥1

an
n 和

∑

n≥1

bn
n

都是收敛的.

习题 C.2.8. 证明：级数
∞∑

n=2

sinnx
lnn

在任何不包含 2k�(k ∈ ℤ) 的闭区间里都一致收敛，但它不是

任何一个 L2[−�, �]中的函数的傅立叶级数。

习题 C.2.9. 设 f ∈ C[−�, �]是 2�-周期函数且满足 ∫�−� f(x) dx = 0，又假设 f′ 存在且满足 f′ ∈
L2[−�, �]. 证明不等式 ∫�−�(f(x))

2 dx ≤ ∫�−�(f
′(x))2 dx，等号成立当且仅当 f(x) = A cosx+B sinx，

其中 A, B是常数。

习题 C.2.10. 证明：任何 Cesàro-可和的级数
∑

n an 必定满足 lim
n→∞

nan = 0.

习题 C.2.11. 假设幂级数
∞∑

n=0
anxn 的收敛半径是 1，我们称数项级数

∑
n an 在 Abel 意义下收敛

（或称“Abel-可和”），是指极限 lim
x→1−

anxn = s存在,并有记号
∞∑

n=0
an = s (A).证明如下结论。

(1) 若
∞∑

n=0
an 收敛,则它必定在 Abel意义下收敛到同一个值。

(2) 若
∞∑

n=0
an 是 Cesàro-可和的,则它必定是 Abel-可和的，且收敛到同一个值。

(3)
∞∑

n=0
(−1)n(n + 1) = 1

4
(A),但不在 Cesàro意义下收敛。

(4)
∞∑

n=2
(−1)n lnn = 1

2
ln �

2
(C).

习题 C.2.12. 给定常数 p ∈ [1,∞) 以及有界的可积函数 f ∶ [0, 2] → ℝ, 我们定义 ‖f‖p =

(∫20 |f(x)|
p dx)

1
p . 证明：如果恒等式 ‖f + g‖2p + ‖f − g‖2p = 2(‖f‖2p + ‖g‖2p) 对任何有界的可积

函数 f, g ∶ [0, 2]→ ℝ都成立，那么 p必须等于 2.

习题C.2.13 (Rademacher函数). 对非负整数 n ∈ ℕ,我们定义Rademacher函数系 rn(t) = sgn(sin(2n�t)),
其中 t ∈ [0, 1]. 证明: {rn(t)}n≥0 构成 L2[0, 1]中的标准正交集，但不是标准正交基。

提示：考虑 r1(t)r2(t)和任意 rn(t)的 L2 内积。
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问题 C.2

问题 C.2.1 (奈奎斯特-香农 (Nyquist–Shannon)采样定理). 令 sinc x ∶= sin�x

�x
以及 sinc 0 = 1.

(1) 给定 a > 0,用 sinc函数写出 �̂[−2�a,2�a](x) = �̌[−2�a,2�a](x)的表达式。
(2) 令 Ha = {f ∈ L2(ℝ) ∶ f̂(�) = 0 ∀|�| > 2�a}. 证明: Ha 是 Hilbert 空间，并证明存在常数

Ca > 0使得 {Casinc (2ax − k)�|k ∈ ℤ}是 Ha 的一组标准正交基。

(3) 证明：若 f ∈ Ha,则 f ∈ C0 (在相差一个零测集的意义下)而且有

f(x) =
∑

k∈ℤ
f( k2a ) sinc((2ax − k)�).

进一步证明该级数在 L2 意义下收敛，而且一致收敛。

本定理表明：在信号分析的术语中，带宽为 2�a 的信号完全是通过在一系列点 {k∕2a} 上采
样其值来确定的，这些点的间距与带宽的倒数成正比。

问题 C.2.2 (Poisson 求和公式). 设 f ∈ C(ℝd) 是 2� 周期函数，且存在 C, " > 0 使得 |f(𝒙)| ≤
C(1 + |𝒙|)−d−" 和 |f̂(𝝃 )| ≤ C(1 + |𝝃 |)−d−". 证明如下等式成立，且左右两边都是绝对一致收敛的

(2�)d∕2
∑

𝐦∈ℤd

f(𝒙 + 2�𝐦) =
∑

𝐡∈ℤd

f̂(𝐡)ei𝐡⋅𝒙.

特别地，令 𝒙 = 0,有
(2�)d∕2

∑

𝐦∈ℤd

f(2�𝐦) =
∑

𝐡∈ℤd

f̂(𝐡).

问题 C.2.3 (格点估计, Hlawka 定理). 记 Br ⊂ ℝd 为球心在原点、半径为 r > 0 的球。设 N(�)
是 B� 中的格点 (lattice point, 即每个坐标分量都是整数的点) 的个数。按如下方法证明 N(�) =
�(d)�d + O(�d−2+

2
d+1 ),其中 �(d)为 B1 的体积。

设 �" 为B.3节定义的卷积光滑子，定义 �̃�(",𝒙) ∶= (�" ∗ ��)(𝒙), 其中 �� 为 B� 的示性函数,
Ñ(", �) ∶=

∑

𝐦∈ℤd
�̃(",𝐦)

(1) 证明：Ñ(", � − ") ≤ N(�) ≤ Ñ(", � + ").
(2) 证明：Ñ(", �) = �(d)�d + �d

∑
𝐦≠𝟎
𝐦∈ℤd

�̂(2��𝐦)�̂(2�"𝐦).

(3) 用问题2.6.2的结论证明：Ñ(", �) = �(d)�d + O(�
d−1
2 "−

d−1
2 ), 进而得到 N(�)的估计，再取 " =

�−
d−1
d+1 得到结论。
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这门课中，我们主要学习了如下类型的二阶偏微分方程

• 波动方程: )2t u − c2∆u = f.
• 热方程: )tu − k∆u = f.
• 位势方程: −∆u = f.

在欧氏空间 ℝm 中,二阶偏微分方程的一般形式可以写作

m∑

i,j=1
aij)xi)xju +

m∑

i=1
bi)xiu + cu = f, (D.0.1)

其中 aij, bi, c, f 都是连续函数。我们记系数矩阵 {aij}为 𝐀. 令 m = d + 1以及时间变量 t = xd+1,
那么波动方程就对应 𝐀 = diag (−c2,⋯ ,−c2, 1)和 bi = c = 0; 热方程对应 𝐀 = diag (−k,⋯ ,−k, 0)
的 bd+1 = 1. 对位势方程，令 m = d,则 𝐀 = −Id.

D.1 分类方法

由线性代数理论指导，若 𝐀是常系数的实对称阵，则必存在正交方阵 𝐓使得 𝐓⊤𝐀𝐓成为对角
阵，对角元为 𝐀的全体特征值。据此，我们可以对二阶偏微分方程作如下分类。

定义 D.1.1 (二阶线性偏微分方程的分类). 固定 𝒙0 ∈ ℝm. 我们称方程 (D.0.1)

• 在 𝒙0 处是椭圆的，是指 𝐀(𝒙0)的全体特征值都为正（或都为负）;
• 在 𝒙0 处是抛物的，是指 𝐀(𝒙0)恰有一个特征值是零，其它特征值全为正（或全为负）;
• 在 𝒙0 处是双曲的，是指 𝐀(𝒙0)恰有一个特征值为负（或正），其它特征值全为正（或负）。

给定集合 Ω，若对任意 𝒙0 ∈ Ω，(D.0.1)都是椭圆/抛物/双曲的，则称(D.0.1)是 Ω 内的椭圆/抛
物/双曲方程。

定义 D.1.2 (退化性). 设有子集 Γ ⊂ Ω. 若方程(D.0.1)在 Ω∖Γ 是椭圆/抛物/双曲的，且对任意
𝒙0 ∈ Γ, rank 𝐀(𝒙0) < m∕m − 1∕m,则称方程(D.0.1)在 Ω内是退化椭圆/退化抛物/退化双曲方程.
Γ被称作(D.0.1)的退化曲面/曲线/点。
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于是我们有如下定理

定理D.1.1. 如果方程(D.0.1)的系数矩阵 {aij}是常系数的，且方程(D.0.1)是椭圆/抛物/双曲的，则
存在一个非奇异的线性变换，使得(D.0.1)被化成位势方程/热方程/波动方程。

如果 {aij} 不是常系数矩阵，则不一定在整个区域 Ω 把方程(D.0.1)通过线性变换约化为上述
三个“典则形式”(canonical form)之一，但是我们在固定的单点还是可以做上述约化。另一种可
能的方法则是寻找非线性变量替换 yi = yi(x1⋯ , xm), i = 1,⋯ , m 将(D.0.1)约化为典则形式，然
而在 m > 3时未必存在这样的非线性变换。

习题 D.1

习题 D.1.1. 证明定理D.1.1.

D.2 具有非负特征的二阶偏微分方程

D.2.1 问题的提出

除了我们学到的三类方程以外，各类退化方程也有重要应用，本节将介绍金融数学中的 Black-
Scholes方程这个例子。除此之外，流体力学里面也有非常多的退化偏微分方程来刻画物理模型，例
如跨音速激波的模型刻画。本节讨论一个基本问题：如何定解二阶线性偏微分方程？尤其是边值

问题（或者退化曲面上），到底给多少个边界条件，给怎样的边界条件才是合理的？本届我们对具

有非负特征的二阶线性偏微分方程给出这个问题的答案。

考虑方程 (D.0.1)

m∑

i,j=1
aij)xi)xju +

m∑

i=1
bi)xiu + cu = f, (D.2.1)

其中 𝒙 ∈ Ω ⊂ ℝm, {aij}是实对称方阵.

定义 D.2.1. 我们称方程 (D.2.1)在 Ω内具有非负特征，是指对任意 𝒙 ∈ Ω和 𝝃 ∈ ℝm,成立下式：

m∑

i,j=1
aij(𝒙)�i�j ≥ 0 (⇔ {aij}在Ω内是半正定方阵). (D.2.2)

具有非负特征的二阶方程有很多，包括椭圆、抛物方程和所有的一阶线性偏微分方程、退化

椭圆/抛物方程。对此类偏微分方程，有两个关于适定性的问题需要注意：
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1. 如何给出适当的定解条件使得定解问题是适定的？特别地，若 )Ω的一部分是 Γ ⊂ )Ω是退
化曲面/线/点，Γ上要不要给边界条件?

2. 解在到达或通过退化区域时，正则性如何变化？

本问题的系统性讨论，可以参见Olĕınik-Radkevič的书 [12]。这里我们只关注退化问题的定解，1951
年前苏联数学家 M. V. Keldyš给出了一个判定准则来说明是否需要在退化区域加边界条件。而一
般理论则在 1956年由意大利数学家 G. Fichera给出。

D.2.2 Fichera定理与例子

假设方程 (D.2.1) 具有非负特征，令 N = (N1,⋯ , Nm) 为 )Ω 的单位内法向量。我们现在把
)Ω分成四个部分 Γ0,Γ+,Γ−,Γ∗，定义如下

m∑

i,j
aij(𝒙)NiNj > 0 𝒙 ∈ Γ∗.

m∑

i,j
aij(𝒙)NiNj = 0 𝒙 ∈ Γ0 ∪ Γ+ ∪ Γ−.

此处 Γ0,Γ± 可以通过如下 Fichera函数定义

B(𝒙) ∶=
m∑

i=1

⎛
⎜
⎝
bi(𝒙) −

m∑

j=1
)xjaij(𝒙)

⎞
⎟
⎠
Ni,

以及

Γ0 ∶= {𝒙 ∈ )Ω|B(𝒙) = 0}, Γ± ∶= {𝒙 ∈ )Ω|B(𝒙) ≷ 0}.

据此划分，Fichera证明了如下结论。

定理 D.2.1 (Fichera定理). 方程 (D.2.1)在 Γ− ∪ Γ∗ 上带边界条件 u(𝒙) = g(𝒙)时，在 Ω内存在唯
一解。

Fichera定理表明，在区域边界上，方程不退化的部分、以及方程退化但 Fichera函数为负的
部分，我们必须加边界条件；而在边界上方程退化的区域中，Fichera函数非负的部分一定不能给
边界条件。证明可以参见 [12, pp. 26-28].

最后我们举两个例子

例 D.2.1 (Black-Scholes方程). 考虑 Black-Scholes方程

)tV + �2
2 S

2)2SV + (r − q)S)SV − rV = 0, (D.2.3)
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区域为 Ω = {(S, t) ∶ S ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T}. 此处 �, r, q > 0是给定的常数。

解. 我们可以看出这是一个倒向退化抛物方程，且边界 )Ω上有退化区域 {S = 0, 0 ≤ t ≤ T}. 现在
令 x1 = S, x2 = t,则有 a11 = �2S2∕2, a12 = a21 = a22 = 0, b1 = (r − q)S 以及 b2 = 1.

• 在 {t = 0}上,我们有 N = (0, 1),从而
∑
aijNiNj = 0, Fichera函数 B(S, 0) = b2 = 1 > 0,所以

{t = 0}上不能给边界条件。
• 在 {t = T}上,我们有 N = (0,−1),从而

∑
aijNiNj = 0, Fichera函数 B(S, T) = −b2 = −1 < 0,

所以 {t = T}上需要加边界条件。
• 在 {S = 0}上,我们有 N = (1, 0),从而

∑
aijNiNj = 0,

Fichera函数 B(0, t) =
(
(r − q)S − )S(�2S2∕2)

)
|S=0 = 0,所以 {S = 0}上不能给边界条件。

因此，Ω上 Black-Scholes方程边值问题的一个正确提法应该是：

)tV + �2
2 S

2)2SV + (r − q)S)SV − rV = 0, V(S, T) = g(S).

这个例子也说明了为什么倒向热方程给定 t = 0处的初值时是不适定的。

例 D.2.2 (传输方程). 考虑传输方程

)tu + a)xu = 0, (a ≠ 0) (D.2.4)

区域为 Ω = {(x, t) ∶ 0 ≤ x ≤ M, 0 ≤ t ≤ T}.

解. 令 x1 = x, x2 = t 从而有 aij = 0, b1 = b2 = a.

• 在 {t = 0}上,我们有 N = (0, 1)以及 Fichera函数 B(x, 0) = b2 = a.
• 在 {t = T}上,我们有 N = (0,−1)以及 Fichera函数 B(x, T) = −b2 = −a.
• 在 {x = 0}上,我们有 N = (1, 0)以及 Fichera函数 B(0, t) = b1 = a.
• 在 {x = M}上,我们有 N = (1, 0)以及 Fichera函数 B(M, t) = −b1 = −a.

因此，若 a > 0，我们就需要在 {t = T}和 {x = M}而不是 {t = 0}或 {x = 0}加边界条件；若 a < 0,
我们就需要在 {t = 0}和 {x = 0}而不是 {t = T}或 {x = M}加边界条件。

另一方面，我们也可以把方程写成 −)tu−a)xu = 0,然后会得到完全相反的结果。这事实上取
决于我们要解（时间）正向还是倒向的传输方程。以 a > 0为例，如果我们把方程写作 ut+aux = 0,
那么边界条件应该加在 {t = T}和 {x = M}上，从而得到的解是 Ω内的时间倒向解；如果我们把
方程写作 −ut − aux = 0,那么边界条件应该加在 {t = 0}和 {x = 0}上,从而得到的是时间正向解。
特别地，若 M = T = +∞, 则除了 {t = 0}的初值条件以外，我们需要 {x = 0}是的边界条件当且
仅当 a > 0. 这与第1.2节的结论符合。
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[12] Olĕınik, O. A., Radkevič, E. V. Second order equations with nonnegative characteristic form.
Springer New York, NY, 1973.

[13] Muscalu, C., Schlag, W. Classical and Multilinear Harmonic Analysis, Vol. 1. Cambridge studies
in advanced mathematics 137, Cambridge University Press, 2013.

233

https://math.berkeley.edu/~sjoh/pdfs/notes-math222a.pdf
https://math.berkeley.edu/~sjoh/pdfs/notes-math222a.pdf


234 参考文献

[14] Stein, E. M., Shakarchi, R. Fourier Analysis: An Introduction. Princeton Lectures in Analysis,
Vol. 1. Princeton University Press.

[15] Stein, E. M., Shakarchi, R. Real Analysis: Measure Theory, Integration and Hilbert spaces. Prince-
ton Lectures in Analysis, Vol. 3. Princeton University Press.

[16] Stein, E. M., Shakarchi, R. Functional Analysis: Introduction to Further Topics in Analysis.
Princeton Lectures in Analysis, Vol. 4. Princeton University Press.

[17] Strauss, W. Partial Differential Equations: An Introduction, 2nd edition. John Wiley & Sons, Ltd.

[18] Tao, T. Nonlinear Dispersive and Wave Equations: Local and Global Analysis. CBMS, No. 106,
AMS.

[19] 于品. 数学分析之课程讲义. 清华大学数学系、丘成桐数学科学中心. 链接为 https://www.

bananaspace.org/wiki/%E8%AE%B2%E4%B9%89:%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%88%86%E6%9E%90

https://www.bananaspace.org/wiki/%E8%AE%B2%E4%B9%89:%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%88%86%E6%9E%90
https://www.bananaspace.org/wiki/%E8%AE%B2%E4%B9%89:%E6%95%B0%E5%AD%A6%E5%88%86%E6%9E%90

	引言
	偏微分方程的基本术语
	常见例子
	偏微分方程的``适定性''

	一阶偏微分方程简介
	特征线法
	常系数情况
	变系数情况
	非线性方程的求解实例: Burgers方程

	一维边值问题的定解
	*一阶非线性偏微分方程的一般理论
	特征线方程组
	若干实例
	边值问题的局部存在性定理

	*一维守恒律方程的激波解
	积分解和Rankine-Hugoniot条件
	激波解、熵条件
	*弱解唯一性定理


	全空间中的波动方程和热方程
	一维波动方程
	一维波动方程的导出：弦振动方程
	分解引理
	R上的一维波动方程: D'Alembert公式
	一维波动方程的有限传播速度
	半直线上的波动方程

	高维波动方程
	径向解与球面平均
	R3和R2中的波动方程求解
	波动方程的衰减速率

	能量法：波方程的有限传播速度
	依赖区域、影响区域、决定区域
	能量估计

	傅立叶变换求解热方程
	傅立叶变换法求解欧氏空间热方程
	热核与解的性质
	热方程的其它性质：衰减速率、倒向唯一性

	波动方程的傅立叶方法
	方程的求解
	能量均分原理

	*震荡积分简介
	震荡积分的衰减估计、固相法
	曲面测度的傅立叶变换


	一维边值问题的分离变量法
	波方程的分离变量法
	Dirichlet边值条件
	两个例子：驻波、共振
	Neumann边界条件

	热方程的分离变量法
	Dirichlet边界条件
	Neumann边界条件

	求解特殊区域内的调和函数
	圆盘内的调和函数求解
	泊松公式和非切向极限
	径向调和函数的求解

	分离变量法的数学原理：特征函数系的完备正交性
	一维特征值问题：Sturm-Liouville理论
	(-)的主特征值变分原理：分离变量法的根基


	极大值原理
	热方程的极大值原理
	热方程的弱极大值原理
	热方程初边值问题的点态估计

	调和函数的基本性质
	调和函数的平均值原理
	强极值原理和Hopf引理
	Harnack不等式
	梯度估计和Liouville定理
	*光滑性和实解析性
	调和函数的可去奇点

	椭圆算子的极大值原理与Harnack不等式
	极值原理和Hopf引理
	*Harnack不等式：对数梯度估计


	位势方程的求解与Schauder估计
	欧氏空间情况的求解
	边值问题的格林函数方法
	格林函数的形式推导
	格林函数的对称性
	两个实例计算

	*位势方程解的C2,估计(TBA)
	*边值问题解的Schauder估计(TBA)
	*Dirichlet边值问题解的存在性(TBA)

	*变分法简介
	一阶变分：欧拉-拉格朗日方程（最小作用量原理）
	若干实例：各种基本方程的导出
	二阶变分：凸性假设

	变分不等式：椭圆自由边界问题
	诺特定理
	定理的叙述与证明
	几个实例


	常用记号
	常用符号
	函数相关的记号
	求导相关的记号
	函数空间的记号

	多变量微积分的常用公式
	分部积分公式
	积分的极坐标表示、移动区域上的积分
	卷积与光滑化

	傅立叶级数与傅立叶变换
	傅立叶变换
	傅立叶级数
	C1函数傅立叶级数的逐点收敛
	Cesàro平均收敛
	傅立叶级数的L2理论


	二阶线性偏微分方程的分类
	分类方法
	具有非负特征的二阶偏微分方程
	问题的提出
	Fichera定理与例子



