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1. (1) 1 <
n

√
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n
< n

√
n，由于 lim

n→+∞
n
√
n = lim

n→+∞
1 = 1，故原式 = 1.

(2) 原式 = lim
x→∞

2e
1
x + lim

x→∞

cosx
x

= 2 + 0 = 2.

(3) 原式 t= 6
√
1+x

======= lim
t→1

t3 − t

t2 − 1
= lim

t→1
t = 1.

(4) f ′(x) =
(
eln(sin x)·cos x

)′
= (sinx)cos x

(
− sinx · ln(sinx) +

cos2 x
sinx

)
.

(5) f(x) =

(
1 +

1

2
x2 − 1

24
x4 + o

(
x5

)) 1
3

= 1 +
1

3

(
1

2
x2 − 1

24
x4

)
+

1
3 ·

(
− 2

3

)
2

(
1

2
x2

)2

+ o
(
x5

)
= 1 +

1

6
x2 − 1

24
x4 + o

(
x5

)
.

2. 原式可化为，an+1 − 1 = − (an − 1)
2，由 |a0 − 1| = 1

2
< 1，|an − 1| <

(
1

2

)n

<
1

n
，

对于 ∀ε > 0，都有 N =

[
1

ε

]
+ 1，∀n > N，有 |an − 1| < 1

N
< ε，故 {an} 收敛， lim

n→∞
an = 1.

3. lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

(x+ a− 2)2 sin
(
1

x

)
= f(0) = 0，取 xn =

1

2nπ + π
2

，此时 sin
(

1
xn

)
= 1，

故 lim
x→0+

(x+ a− 2)2 = (a− 2)2 = 0，即 a = 0，

lim
x→0−

f(x) = lim
x→0−

(
x cosx+ (b− 1)(1− x)

1
x

)
= lim

x→0−
x cosx+ (b− 1) lim

x→0−
(1− x)

1
x，

而 lim
x→0−

x cosx = 0，故 lim
x→0−

= (b− 1)(1− x)
1
x =

1

e
(b− 1) = 0，即 b = 0，

此时 f(x) 在 x = 0 处连续；

f ′(x+ 0) = lim
x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+
x sin

(
1

x

)
= 0，f ′(x− 0) = lim

x→0−

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0−
cosx = 1，

f ′(x− 0) ̸= f ′(x+ 0)，故在 x = 0 处 f(x) 不可导.

4. 即证 f(x) = x2 − x sinx− cosx+
1

2
= 0 有两个不同的实根，而 f ′(x) = x(2− cosx)，

即 x > 0 时 f ′(x) > 0，x < 0 时 f ′(x) < 0，f ′(0) = 0，即 f(0) = fmin = −1

2
，

又 f(π) = f(−π) = π2 +
3

2
> 0，由零点存在性定理，f(x) 在 (−π, 0) 和 (0, π) 各有一根，

得证.

5. 由题，对于 ∀ε > 0，∃δ1, δ2 > 0，使得 ∀|x1 − x2| < δ1, |x3 − x4| < δ2 且 x1, x2 ∈ (a, b], x3, x4 ∈ [b, c)，

有 |f(x1)− f(x2)| <
ε

2
< ε, |f(x3)− f(x4)| <

ε

2
< ε，

取 δ = min(δ1, δ2)，对于 ∀t2 > t1 > 0，取 |t1 − t2| < δ 且 t1, t2 ∈ (a, c)，

若 t1, t2 ∈ (a, b] 或 t1, t2 ∈ [b, c)，显然有 |f(t1)− f(t2)| < δ，
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若 t1 ∈ (a, b), t2 ∈ (b, c)，有 |t1 − b| < δ < δ1, |t2 − b| < δ < δ2，|f(t1)− f(t2)| ≤ |f(t1)− f(b)|+ |f(t2)−

f(b)| < ε

2
+

ε

2
= ε，

综上，得证 f(x) 在 (a, c) 上一致连续.

6. 第一象限椭圆上点 (x0 = a cos θ, y0 = b cos θ) 的切线方程为 x0x

a2
+

y0y

b2
= 1，

切线与坐标轴交点为
( a

cos θ , 0
)
和

(
0,

b

sin θ

)
，面积 S =

ab

sin 2θ
，

显然有 sin 2θ = 1 即 θ =
π

4
时取得最小值 Smin = ab.

7. 取 g(x) = −f(x)

x
，g′(x) =

1

x2
(f(x)− xf ′(x))，h(x) = − 1

x
，h′(x) =

1

x2
，

由柯西中值定理，有
g(a)− g(b)

h(a)− h(b)
=

g′(ξ)

h′(ξ)
=

f(b)
b − f(a)

a
1
b − 1

a

=
af(b)− bf(a)

a− b
= f(ξ)− ξf ′(ξ)，

得证.

8. 记 A0 =
A

1− a
，则原等式化为 lim

x→0

f(x)− f(ax)

x− ax
= A0，

即 ∀ε > 0，∃δ > 0 使得 |x| < δ (x ̸= 0) 时，有 A0 −
ε

2
<

f(x)− f(ax)

x− ax
< A0 +

ε

2
，

即 0 < |x| < δ 时，总有 A0 −
ε

2
<

f(anx)− f(an+1x)

anx− an+1x
< A0 +

ε

2
，

即 A0 −
ε

2
<

f(x)− f(ax)

x− ax
=

∑k−1
0 f(akx)− f(ak+1x)∑k−1

0 akx− ak+1x
< A0 +

ε

2
，

令 n → +∞，并取极限，得 A0 − ε < A0 −
ε

2
≤ f(x)− f(0)

x− 0
≤ A0 +

ε

2
< A0 + ε，

由 ε 的任意性和极限的定义，可得 lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= A0 =

A

1− a
，即证得：f ′(0) 存在且 f ′(0) =

A

1− a
.


