
2026年春季学期现代偏微分方程作业四

Fourier分析、Schrödinger方程

截止时间：2026.6.2下课前（电子版截至当天23:59:59）

作业题 1 (习题D.1.2，海森堡不确定性原理). 给定点𝒙0, 𝝃0 ∈ ℝ𝑑 以及复复复值值值函数 𝑓 ∈ (ℝ𝑑),证明如
下海森堡不确定性原理：

(

∫ℝ𝑑
|(𝒙 − 𝒙0)𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)(

∫ℝ𝑑
|(𝝃 − 𝝃0)𝑓 (𝝃)|2 d𝝃

)

⩾ 𝑑2

4

(

∫ℝ𝑑
|𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)2

. (0.1)

这个不等式表明动量和位置不可能同时在给定的动量𝝃0和给定的位置𝒙0附近被确定。

提示：只需证明𝝃0 = 𝒙0 = 0的情况即可，否则考虑𝑔(𝒙) = 𝑓 (𝒙+𝒙0)𝑒−𝑖𝒙⋅𝝃0并利用命题D.1.3(2)约
化到这一特殊情况。利用Plancherel恒等式可得 |𝝃𝑓 (𝝃)|2 = |∇̂𝑓 (𝝃)|2，之后再用Plancherel恒等式和
Cauchy–Schwarz不等式证明左边⩾ (∫ℝ𝑑 |(𝒙 ⋅ ∇𝑓 )𝑓 | d𝒙)2, 最后用Re (∇𝑓 )𝑓 = 1

2
∇(|𝑓 |2), 然后分部积

分一次。

作业题 2 (习题D.2.2). 若 𝐹 ∈ ′ 且一阶分布导数皆为零，即𝜕𝑗𝐹 = 0 对 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑 成立。证明:
𝐹是ℝ𝑑 上的常值函数。（提示：考虑 𝐹 ∗ 𝜂𝜀.）

作业题 3 (习题5.1.3). 设 𝑠0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑠1，证明：𝐻̇ 𝑠0(ℝ𝑑)∩𝐻̇ 𝑠1(ℝ𝑑) ⊆ 𝐻̇ 𝑠(ℝ𝑑)，且若 𝑠 = (1−𝜃)𝑠0+𝜃𝑠1,
则 ‖𝑢‖𝐻̇𝑠(ℝ𝑑 ) ⩽ ‖𝑢‖1−𝜃

𝐻̇𝑠0 (ℝ𝑑 )
‖𝑢‖𝜃

𝐻̇𝑠1 (ℝ𝑑 )
.该结论实际上对非齐次Sobolev空间也对。

作业题 4 (习题5.1.5). 设 0 < 𝑠 < 1, 𝑢 ∈ 𝐻̇ 𝑠(ℝ𝑑). 证明：存在代表元 𝑢 ∈ 𝐿2
loc(ℝ

𝑑)且满足

∫ℝ𝑑 ∫ℝ𝑑

|𝑢(𝒙 + 𝒚) − 𝑢(𝒙)|2

|𝒚|𝑑+2𝑠
d𝒙 d𝒚 < ∞.

这给出了齐次Sobolev范数与Sobolev–Slobodeckĭı范数之间的等价性。
提示：将 𝑢̂ 分解为 {|𝝃| ⩽ 1} 部分和 {|𝝃| > 1} 部分。然后在Sobolev–Slobodeckĭı范数中对 𝒙

变量用Plancherel恒等式。

作业题 5 (习题5.2.4). 若 𝐻 𝑠(ℝ𝑑) ⊂ 𝐶0(ℝ𝑑)，其中 𝐶0 表示在无穷远处收敛到零的连续函数，证明

𝑠 > 𝑑∕2.
提示：用闭图像定理证明包含映射𝐻 𝑠 ↪ 𝐶0是连续的，然后考虑代入Fourier变换为 ⟨𝝃⟩−2𝑠𝜒

|𝝃|⩽𝑅(𝝃)
的函数去算𝑠的范围。
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作业题 6 (问题5.2.1). 给定 𝑚 ∈ ℕ∗，设 𝑃 (𝜕) =
∑

|𝛼|⩽𝑚
𝑐𝛼𝜕𝛼 其中 𝑐𝛼 ∈ ℝ 且存在𝑚阶多重指标𝛼 使得

𝑐𝛼 ≠ 0. 我们定义微分算子 𝑃 (𝜕)的主主主象象象征征征 (principal symbol) 𝑃𝑚 为

𝑃𝑚(𝝃) ∶=
∑

|𝛼|=𝑚
𝑐𝛼𝝃

𝛼.

我们称 𝑃 (𝜕)是 𝐦阶阶阶椭椭椭圆圆圆的的的，是指对任意 𝝃 ≠ 𝟎都有 𝑃𝑚(𝝃) ≠ 0. 今假设 𝑃 (𝜕)是 𝑚阶微分算子。

(1) 证明：𝑃 (𝜕)是椭圆的当且仅当存在 𝐶,𝑅 > 0使得对 |𝝃| ⩾ 𝑅有 |𝑃 (𝝃)| ⩾ 𝐶|𝝃|𝑚.
(2) 设𝑃 (𝜕)是椭圆的，若 𝑢 ∈ 𝐻 𝑠(ℝ𝑑)且 𝑃 (𝜕)𝑢 ∈ 𝐻 𝑠(ℝ𝑑)，证明：𝑢 ∈ 𝐻 𝑠+𝑚(ℝ𝑑).

作业题 7 (习题6.2.1). 证明非线性Schrödinger方程 𝐢𝑢𝑡 + Δ𝑢 = 𝜇|𝑢|𝑝−1𝑢 (𝜇 = ±1, 𝑝 ⩾ 1)的质量、能
量和动量守恒律。

• (质量守恒) d
d𝑡
∫ℝ𝑑 |𝑢(𝑡,𝒙)|2 d𝒙 = 0.

• (能量守恒) d
d𝑡
∫ℝ𝑑

1
2
|∇𝑢(𝑡,𝒙)|2 + 𝜇

𝑝+1
|𝑢(𝑡,𝒙)|𝑝+1 d𝒙 = 0.

• (动量守恒) d
d𝑡
Im ∫ℝ𝑑 𝑢(𝑡,𝒙)∇𝑢(𝑡,𝒙) d𝒙 = 0.

作业题 8 (习题6.1.2+问题6.2.3). 今考虑cubic NLS解的性质。

𝐢𝜕𝑡𝑢 + Δ𝑢 = 𝜇|𝑢|2𝑢 in 𝐼 ×ℝ3, 𝑢(0,𝒙) = 𝑢0(𝒙). (NLS)

其中初值𝑢0 ∈ 𝐻1(ℝ3), 𝜇 = ±1, 𝐼 ⊂ ℝ是时间区间。

(1) 考虑使用容许对(𝑝, 𝑞) = (4, 3). 令𝐹 (𝑢)(𝑡,𝒙) = |𝑢|2𝑢(𝑡,𝒙)，证明如下带导数的Strichartz估计

‖

‖

‖

‖

∫ℝ
𝑒𝑖(𝑡−𝜏)Δ𝐹 (𝑢)(𝜏, ⋅) d𝜏

‖

‖

‖

‖𝐿∞
𝑡 𝐻1

𝒙(𝐼×ℝ3)
⩽ ‖𝑢‖3

𝐿4
𝑡𝑊

1,3
𝒙 (𝐼×ℝ3)

.

(2) 利用(1)证明：当‖𝑢0‖𝐻1(ℝ3) ≪ 1时，方程(NLS)有小初值整体解 𝑢 ∈ 𝐿∞
𝑡 (ℝ;𝐻

1
𝒙(ℝ

3))∩𝐿4
𝑡 (ℝ;𝑊

1,3
𝒙 (ℝ3)).

(3) 在(2)的条件下证明散射结论：存在𝑢± ∈ 𝐻1(ℝ3)使得 lim
𝑡→±∞

‖𝑢(𝑡, ⋅) − 𝑒𝑖𝑡Δ𝑢±‖𝐻1 = 0.
(4) 现在设𝜇 = −1，初值还满足|𝒙|𝑢0 ∈ 𝐿2(ℝ3).设𝑢 ∶ [0, 𝑇∗)×ℝ3 → ℂ是此时(NLS)在[0, 𝑇∗)×ℝ3上

的解。定义能量𝐸(𝑡)和位力势𝑉 (𝑡)如下

𝐸(𝑡) ∶= ∫ℝ3

1
2
|∇𝑢(𝑡,𝒙)|2 − 1

4
|𝑢(𝑡,𝒙)|4 d𝒙, 𝑉 (𝑡) ∶= ∫ℝ3

|𝒙|2|𝑢(𝑡,𝒙)|2 d𝒙.

证明：若𝐸(0) < 0，则𝑇∗ < +∞. (提示：先写出Virial恒等式，然后证明𝑉 ′′(𝑡) ⩽ 16𝐸(𝑡).)


