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作业题 1 (习题D.1.2，海森堡不确定性原理). 给定点𝒙0, 𝝃0 ∈ ℝ𝑑 以及复复复值值值函数 𝑓 ∈ (ℝ𝑑),证明如下
海森堡不确定性原理：

(

∫ℝ𝑑
|(𝒙 − 𝒙0)𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)(

∫ℝ𝑑
|(𝝃 − 𝝃0)𝑓 (𝝃)|2 d𝝃

)

⩾ 𝑑2

4

(

∫ℝ𝑑
|𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)2

. (0.1)

这个不等式表明动量和位置不可能同时在给定的动量𝝃0和给定的位置𝒙0附近被确定。

提示：只需证明𝝃0 = 𝒙0 = 0的情况即可，否则考虑𝑔(𝒙) = 𝑓 (𝒙 + 𝒙0)𝑒−𝑖𝒙⋅𝝃0并利用命题D.1.3(2)约

化到这一特殊情况。利用Plancherel恒等式可得 |𝝃𝑓 (𝝃)|2 = |∇̂𝑓 (𝝃)|2，之后再用Plancherel恒等式和

Cauchy–Schwarz不等式证明左边⩾ (∫ℝ𝑑 |(𝒙 ⋅ ∇𝑓 )𝑓 | d𝒙)2, 最后用Re (∇𝑓 )𝑓 = 1
2
∇(|𝑓 |2), 然后分部积分

一次。

证明. 先证明 𝒙0 = 𝝃0 = 𝟎的情形。由 Plancherel恒等式和 Fourier变换与导数的关系可知

∫ℝ𝑑
|𝝃𝑓 (𝝃)|2 d𝝃 = ∫ℝ𝑑

|∇𝑓 (𝒙)|2 d𝒙.

由 Cauchy–Schwarz不等式以及 |𝒙 ⋅ ∇𝑓 | ⩽ |𝒙||∇𝑓 |得

(

∫ℝ𝑑
|𝒙𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)(

∫ℝ𝑑
|𝝃𝑓 (𝝃)|2 d𝝃

)

=
(

∫ℝ𝑑
|𝒙𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)(

∫ℝ𝑑
|∇𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)

⩾
(

∫ℝ𝑑
|𝒙| |𝑓 | |∇𝑓 | d𝒙

)2

⩾
|

|

|

|

∫ℝ𝑑
(𝒙 ⋅ ∇𝑓 )𝑓 d𝒙

|

|

|

|

2
.

另一方面由于 𝑓 ∈ (ℝ𝑑)，分部积分没有边界项，且Re
(

(∇𝑓 )𝑓
)

= 1
2
∇|𝑓 |2.于是

Re ∫ℝ𝑑
(𝒙 ⋅ ∇𝑓 )𝑓 d𝒙 = 1

2 ∫ℝ𝑑
𝒙 ⋅ ∇(|𝑓 |2) d𝒙 = −𝑑

2 ∫ℝ𝑑
|𝑓 (𝒙)|2 d𝒙.
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故
|

|

|

|

∫ℝ𝑑
(𝒙 ⋅ ∇𝑓 )𝑓 d𝒙

|

|

|

|

2
⩾ 𝑑2

4

(

∫ℝ𝑑
|𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)2

.

这就证明了 𝒙0 = 𝝃0 = 𝟎的不等式。
一般情形令𝑔(𝒙) ∶= 𝑓 (𝒙 + 𝒙0)𝑒−𝐢𝒙⋅𝝃0 .平移和乘𝑒−𝐢𝒙⋅𝒙0不改变 𝐿2 范数，由 Fourier变换的性质可得

∫ℝ𝑑
|𝒙𝑔(𝒙)|2 d𝒙 = ∫ℝ𝑑

|(𝒙− 𝒙0)𝑓 (𝒙)|2 d𝒙, ∫ℝ𝑑
|𝝃𝑔̂(𝝃)|2 d𝝃 = ∫ℝ𝑑

|(𝝃 − 𝝃0)𝑓 (𝝃)|2 d𝝃, ∫ℝ𝑑
|𝑔|2 d𝒙 = ∫ℝ𝑑

|𝑓 |2 d𝒙.

将已证的特殊情形应用于 𝑔，即得原命题。

作业题 2 (习题D.2.2). 若 𝐹 ∈ ′ 且一阶分布导数皆为零，即𝜕𝑗𝐹 = 0 对 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑 成立。证明:

𝐹是ℝ𝑑 上的常值函数。（提示：考虑 𝐹 ∗ 𝜂𝜀.）

证明. 取标准磨光核 𝜂 ∈ 𝐶∞
𝑐 (ℝ𝑑)，满足 ∫ℝ𝑑 𝜂 d𝒙 = 1，令 𝜂𝜀(𝒙) = 𝜀−𝑑𝜂(𝒙∕𝜀), 𝐹𝜀 ∶= 𝐹 ∗ 𝜂𝜀.则 𝐹𝜀 ∈ 𝐶∞(ℝ𝑑)，

并且分布导数与卷积可交换，所以 𝜕𝑗𝐹𝜀 = (𝜕𝑗𝐹 ) ∗ 𝜂𝜀 = 0 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑).因此 ∇𝐹𝜀 = 0，由于 ℝ𝑑 连通，𝐹𝜀 是
常数函数。记𝐹𝜀(𝒙) ≡ 𝑐𝜀.

下面令 𝜀 → 0. 取 𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (ℝ𝑑)使得 ∫ 𝜓 d𝒙 = 1，则

𝑐𝜀 = ⟨𝐹𝜀, 𝜓⟩ ⟶ ⟨𝐹 , 𝜓⟩ =∶ 𝑐,

这里用到了 𝐹𝜀
∗
←←←←←⇀ 𝐹 in ′(ℝ𝑑)。对任意 𝜑 ∈ 𝐶∞

𝑐 (ℝ𝑑)，一方面 ⟨𝐹𝜀, 𝜑⟩ = 𝑐𝜀 ∫ℝ𝑑 𝜑 d𝒙，另一方面 ⟨𝐹𝜀, 𝜑⟩ →

⟨𝐹 , 𝜑⟩，因此
⟨𝐹 , 𝜑⟩ = 𝑐 ∫ℝ𝑑

𝜑 d𝒙, ∀𝜑 ∈ 𝐶∞
𝑐 (ℝ𝑑).

这说明 𝐹 作为分布正是常值函数 𝑐。

作业题 3 (习题5.1.3). 设 𝑠0 ⩽ 𝑠 ⩽ 𝑠1，证明：𝐻̇𝑠0(ℝ𝑑) ∩ 𝐻̇𝑠1(ℝ𝑑) ⊆ 𝐻̇𝑠(ℝ𝑑)，且若 𝑠 = (1 − 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1,
则 ‖𝑢‖𝐻̇𝑠(ℝ𝑑 ) ⩽ ‖𝑢‖1−𝜃

𝐻̇𝑠0 (ℝ𝑑 )
‖𝑢‖𝜃

𝐻̇𝑠1 (ℝ𝑑 )
.该结论实际上对非齐次Sobolev空间也对。

证明. 若 𝑠0 = 𝑠1，结论显然。下面设 𝑠0 < 𝑠1，并令𝜃 ∈ [0, 1]满足𝑠 = (1 − 𝜃)𝑠0 + 𝜃𝑠1.据齐次 Sobolev范数的

定义和Hölder不等式得到

‖𝑢‖2𝐻̇𝑠 = ∫ℝ𝑑
|𝝃|2𝑠|𝑢̂(𝝃)|2 d𝝃 ⩽

(

∫ℝ𝑑
|𝝃|2𝑠0|𝑢̂|2 d𝝃

)1−𝜃 (

∫ℝ𝑑
|𝝃|2𝑠1|𝑢̂|2 d𝝃

)𝜃

= ‖𝑢‖2(1−𝜃)
𝐻̇𝑠0

‖𝑢‖2𝜃𝐻̇𝑠1

右端有限，所以 𝑢 ∈ 𝐻̇𝑠(ℝ𝑑)。非齐次情形完全相同，只需把 |𝝃|替换为 ⟨𝝃⟩。
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作业题 4 (习题5.1.5). 设 0 < 𝑠 < 1, 𝑢 ∈ 𝐻̇𝑠(ℝ𝑑). 证明：存在代表元 𝑢 ∈ 𝐿2
loc(ℝ

𝑑)且满足

∫ℝ𝑑 ∫ℝ𝑑

|𝑢(𝒙 + 𝒚) − 𝑢(𝒙)|2

|𝒚|𝑑+2𝑠
d𝒙 d𝒚 < ∞.

这给出了齐次Sobolev范数与Sobolev–Slobodeckĭı范数之间的等价性。

提示：将 𝑢̂ 分解为 {|𝝃| ⩽ 1} 部分和 {|𝝃| > 1} 部分。然后在Sobolev–Slobodeckĭı范数中对 𝒙 变量
用Plancherel恒等式。

证明. 设 𝑢 ∈ 𝐻̇𝑠(ℝ𝑑)，取 𝐿2
𝑙𝑜𝑐 代表元作高低频分解得

𝑢̂> ∶= 𝜒
|𝝃|>1𝑢̂, 𝑢̂< ∶= 𝜒

|𝝃|⩽1𝑢̂.

高频部分满足

∫ℝ𝑑
|𝑢̂>|

2 d𝝃 ⩽ ∫ℝ𝑑
|𝝃|2𝑠|𝑢̂|2 d𝝃 < ∞,

所以 𝑢> ∶= −1𝑢̂> ∈ 𝐿2(ℝ𝑑)。低频部分在 𝝃 = 𝟎处可能有奇性，因此要在齐次空间允许的常数差异下选取
代表元。定义

𝑢<(𝒙) ∶=
1

(2𝜋)
𝑑
2
∫
|𝝃|⩽1

(

𝑒𝐢𝒙⋅𝝃 − 1
)

𝑢̂(𝝃) d𝝃,

其中积分可由 Cauchy–Schwarz理解。事实上，若 |𝒙| ⩽ 𝑅，则 |𝑒𝐢𝒙⋅𝝃 − 1| ⩽ 𝐶𝑅|𝝃|,从而

|𝑢<(𝒙)| ≲𝑅 ∫
|𝝃|⩽1

|𝝃| |𝑢̂(𝝃)| d𝝃 ⩽ 𝐶𝑅

(

∫
|𝝃|⩽1

|𝝃|2−2𝑠 d𝝃
)1∕2(

∫
|𝝃|⩽1

|𝝃|2𝑠|𝑢̂|2 d𝝃
)1∕2

< ∞.

这里最后一个积分有限用到了 𝑠 < 1。所以 𝑢<在任意有界集上有界，特别属于 𝐿2
loc(ℝ

𝑑)。于𝑢 ∶= 𝑢< + 𝑢>给
出了 𝑢的一个 𝐿2

loc 代表元。

下面证明差分积分有限。对固定 𝒚 我们有 
(

𝑢(⋅+ 𝒚) − 𝑢(⋅)
)

(𝝃) =
(

𝑒𝐢𝒚⋅𝝃 − 1
)

𝑢̂(𝝃).由 Plancherel恒等式，

∫ℝ𝑑
|𝑢(𝒙 + 𝒚) − 𝑢(𝒙)|2 d𝒙 = ∫ℝ𝑑

|𝑒𝐢𝒚⋅𝝃 − 1|2|𝑢̂(𝝃)|2 d𝝃.

因此由 Tonelli定理和变量替换 𝒛 = |𝝃|𝒚 得

∫ℝ𝑑 ∫ℝ𝑑

|𝑢(𝒙 + 𝒚) − 𝑢(𝒙)|2

|𝒚|𝑑+2𝑠
d𝒙 d𝒚 = ∫ℝ𝑑

|𝑢̂(𝝃)|2
(

∫ℝ𝑑

|𝑒𝐢𝒚⋅𝝃 − 1|2

|𝒚|𝑑+2𝑠
d𝒚

)

d𝝃 = 𝐶𝑑,𝑠 ∫ℝ𝑑
|𝝃|2𝑠|𝑢̂(𝝃)|2 d𝝃 < ∞,

其中

𝐶𝑑,𝑠 ∶= ∫ℝ𝑑

|𝑒𝐢𝒛⋅𝐞1 − 1|2

|𝒛|𝑑+2𝑠
d𝒛 < ∞.

该常数有限是因为在 𝒛 = 𝟎附近 |𝑒𝐢𝒛⋅𝐞1 − 1| ≲ |𝒛|，需要 𝑠 < 1；在无穷远处只需要 𝑠 > 0。结论得证。
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作业题 5 (习题5.2.4). 若 𝐻𝑠(ℝ𝑑) ⊂ 𝐶0(ℝ𝑑)，其中 𝐶0 表示在无穷远处收敛到零的连续函数，证明

𝑠 > 𝑑∕2. 提示：用闭图像定理证明包含映射 𝐻𝑠 ↪ 𝐶0 是连续的，然后考虑代入Fourier变换为

⟨𝝃⟩−2𝑠𝜒
|𝝃|⩽𝑅(𝝃)的函数去算𝑠的范围。

证明. 假设 𝐻𝑠(ℝ𝑑) ⊂ 𝐶0(ℝ𝑑)。先说明嵌入映射𝜄 ∶ 𝐻𝑠(ℝ𝑑) ⟶ 𝐶0(ℝ𝑑)是连续的。若 𝑢𝑛 → 𝑢 in 𝐻𝑠(ℝ𝑑)，且
𝑢𝑛 → 𝑣 in 𝐶0(ℝ𝑑)，则 𝑢𝑛 → 𝑢 in  ′(ℝ𝑑)，同时 𝑢𝑛 → 𝑣 in ′(ℝ𝑑)。分布极限唯一，所以 𝑢 = 𝑣，𝜄的图像是闭
的。由闭图像定理，存在常数 𝐶 > 0使得

‖𝑢‖𝐿∞ ⩽ ‖𝑢‖𝐶0
⩽ 𝐶 ‖𝑢‖𝐻𝑠 , 𝑢 ∈ 𝐻𝑠(ℝ𝑑).

对 𝑅 > 1，取 𝑢𝑅 使其 Fourier变换为 𝑢𝑅(𝝃) = ⟨𝝃⟩−2𝑠𝜒
|𝝃|⩽𝑅(𝝃).于是 𝑢𝑅 ∈ 𝐻𝑠(ℝ𝑑)，并且

‖

‖

𝑢𝑅‖‖
2
𝐻𝑠 = ∫ℝ𝑑

⟨𝝃⟩2𝑠|𝑢𝑅(𝝃)|2 d𝝃 = ∫
|𝝃|⩽𝑅

⟨𝝃⟩−2𝑠 d𝝃.

另一方面由 Fourier反演公式，|𝑢𝑅(𝟎)| =
1

(2𝜋)
𝑑
2
∫
|𝝃|⩽𝑅⟨𝝃⟩

−2𝑠 d𝝃.令 𝐴𝑅 ∶= ∫
|𝝃|⩽𝑅⟨𝝃⟩

−2𝑠 d𝝃.则有

1

(2𝜋)
𝑑
2

𝐴𝑅 = |𝑢𝑅(𝟎)| ⩽ ‖

‖

𝑢𝑅‖‖𝐿∞ ⩽ 𝐶 ‖

‖

𝑢𝑅‖‖𝐻𝑠 = 𝐶𝐴1∕2
𝑅 .

所以 𝐴𝑅关于 𝑅一致有界。令 𝑅 → ∞得到 ∫ℝ𝑑 ⟨𝝃⟩−2𝑠 d𝝃 < ∞.而该积分有限当且仅当 2𝑠 > 𝑑，即 𝑠 > 𝑑
2 .

作业题 6 (问题5.2.1). 给定 𝑚 ∈ ℕ∗，设 𝑃 (𝜕) =
∑

|𝛼|⩽𝑚
𝑐𝛼𝜕𝛼 其中 𝑐𝛼 ∈ ℝ 且存在𝑚阶多重指标𝛼 使得

𝑐𝛼 ≠ 0. 我们定义微分算子 𝑃 (𝜕)的主主主象象象征征征 (principal symbol) 𝑃𝑚 为

𝑃𝑚(𝝃) ∶=
∑

|𝛼|=𝑚
𝑐𝛼𝝃𝛼.

我们称 𝑃 (𝜕)是 𝐦阶阶阶椭椭椭圆圆圆的的的，是指对任意 𝝃 ≠ 𝟎都有 𝑃𝑚(𝝃) ≠ 0. 今假设 𝑃 (𝜕)是 𝑚阶微分算子。

(1) 证明：𝑃 (𝜕)是椭圆的当且仅当存在 𝐶,𝑅 > 0使得对 |𝝃| ⩾ 𝑅有 |𝑃 (𝝃)| ⩾ 𝐶|𝝃|𝑚.

(2) 设𝑃 (𝜕)是椭圆的，若 𝑢 ∈ 𝐻𝑠(ℝ𝑑)且 𝑃 (𝜕)𝑢 ∈ 𝐻𝑠(ℝ𝑑)，证明：𝑢 ∈ 𝐻𝑠+𝑚(ℝ𝑑).

证明. 记完整多项式象征为𝑃 (𝝃) =
∑

|𝛼|⩽𝑚
𝑐𝛼𝝃𝛼, 𝑃𝑚(𝝃) =

∑

|𝛼|=𝑚
𝑐𝛼𝝃𝛼.

(1)设 𝑃 (𝜕)椭圆。由于 𝑃𝑚 在单位球面 𝕊𝑑−1 上连续且处处非零，存在 𝑐0 > 0使得 |𝑃𝑚(𝜔)| ⩾ 𝑐0 (∀|𝜔| =
1).把低阶项记为 𝑃<𝑚 ∶= 𝑃 − 𝑃𝑚。当 𝝃 = 𝑟𝜔，𝑟 = |𝝃| ⩾ 1，|𝜔| = 1时，

𝑃 (𝑟𝜔) = 𝑟𝑚𝑃𝑚(𝜔) + 𝑃<𝑚(𝑟𝜔), |𝑃<𝑚(𝑟𝜔)| ⩽ 𝐶1𝑟
𝑚−1.
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因此取 𝑅足够大，使得 𝐶1𝑅−1 ⩽ 𝑐0∕2，则当 𝑟 ⩾ 𝑅时

|𝑃 (𝑟𝜔)| ⩾ 𝑟𝑚
(

𝑐0 − 𝐶1𝑟
−1) ⩾

𝑐0
2
𝑟𝑚.

反过来，若 𝑃 (𝜕) 不椭圆，则存在 𝜔0 ∈ 𝕊𝑑−1 使得 𝑃𝑚(𝜔0) = 0。于是当 𝑟 → ∞ 时，𝑃 (𝑟𝜔0) = 𝑃<𝑚(𝑟𝜔0) =
𝑂(𝑟𝑚−1).这不可能使得 |𝑃 (𝑟𝜔0)| ⩾ 𝐶𝑟𝑚 对所有充分大的 𝑟成立。因此高频下界成立当且仅当 𝑃 (𝜕)椭圆。

(2) 设 𝑃 (𝜕) 椭圆，则𝑃 (𝜕)𝑢(𝝃) = 𝑃 (𝐢𝝃)𝑢̂(𝝃). 由(1)应用于 Fourier 象征 𝑃 (𝐢𝝃) 可知，存在 𝐶,𝑅 > 0 使得
|𝑃 (𝐢𝝃)| ⩾ 𝐶|𝝃|𝑚, |𝝃| ⩾ 𝑅. 于是

‖𝑢‖2𝐻𝑠+𝑚 = ∫ℝ𝑑
⟨𝝃⟩2𝑠+2𝑚|𝑢̂(𝝃)|2 d𝝃 = ∫

|𝝃|<𝑅
⟨𝝃⟩2𝑠+2𝑚|𝑢̂|2 d𝝃 + ∫

|𝝃|⩾𝑅
⟨𝝃⟩2𝑠+2𝑚|𝑢̂|2 d𝝃.

低频部分由 𝑢 ∈ 𝐻𝑠 控制：

∫
|𝝃|<𝑅

⟨𝝃⟩2𝑠+2𝑚|𝑢̂|2 d𝝃 ⩽ 𝐶𝑅 ∫ℝ𝑑
⟨𝝃⟩2𝑠|𝑢̂|2 d𝝃.

高频部分由椭圆下界控制：

∫
|𝝃|⩾𝑅

⟨𝝃⟩2𝑠+2𝑚|𝑢̂|2 d𝝃 ⩽ 𝐶 ∫
|𝝃|⩾𝑅

⟨𝝃⟩2𝑠|𝑃 (𝐢𝝃)|2|𝑢̂|2 d𝝃 ⩽ 𝐶 ‖𝑃 (𝜕)𝑢‖2𝐻𝑠 .

综上可得

‖𝑢‖2𝐻𝑠+𝑚 ⩽ 𝐶
(

‖𝑢‖2𝐻𝑠 + ‖𝑃 (𝜕)𝑢‖2𝐻𝑠

)

< ∞ ⟹ 𝑢 ∈ 𝐻𝑠+𝑚(ℝ𝑑).

作业题 7 (习题6.2.1). 证明非线性Schrödinger方程 𝐢𝑢𝑡 + Δ𝑢 = 𝜇|𝑢|𝑝−1𝑢 (𝜇 = ±1, 𝑝 ⩾ 1)的质量、能量
和动量守恒律。

• (质量守恒) d
d𝑡
∫ℝ𝑑 |𝑢(𝑡,𝒙)|2 d𝒙 = 0.

• (能量守恒) d
d𝑡
∫ℝ𝑑

1
2 |∇𝑢(𝑡,𝒙)|

2 + 𝜇
𝑝+1 |𝑢(𝑡,𝒙)|

𝑝+1 d𝒙 = 0.

• (动量守恒) d
d𝑡Im ∫ℝ𝑑 𝑢(𝑡,𝒙)∇𝑢(𝑡,𝒙) d𝒙 = 0.

证明. 以下计算先对充分光滑且快速衰减的解进行。一般能量空间解可由标准正则化与极限过程得到相同

守恒律。原方程可写成 𝑢𝑡 = 𝐢Δ𝑢 − 𝐢𝜇|𝑢|𝑝−1𝑢.
质量守恒.有

d
d𝑡 ∫ℝ𝑑

|𝑢|2 d𝒙 = 2Re ∫ℝ𝑑
𝑢𝑡𝑢̄ d𝒙 = 2Re ∫ℝ𝑑

(

𝐢Δ𝑢 − 𝐢𝜇|𝑢|𝑝−1𝑢
)

𝑢̄ d𝒙

= 2Re
(

−𝐢 ∫ℝ𝑑
|∇𝑢|2 d𝒙 − 𝐢𝜇 ∫ℝ𝑑

|𝑢|𝑝+1 d𝒙
)

= 0.
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能量守恒.记 𝐸(𝑡) = ∫ℝ𝑑
1
2 |∇𝑢|

2 + 𝜇
𝑝+1 |𝑢|

𝑝+1 d𝒙.则

𝐸′(𝑡) = Re ∫ℝ𝑑
∇𝑢 ⋅ ∇𝑢̄𝑡 d𝒙 + 𝜇 ∫ℝ𝑑

|𝑢|𝑝−1Re (𝑢𝑡𝑢̄) d𝒙 = Re ∫ℝ𝑑

(

− Δ𝑢 + 𝜇|𝑢|𝑝−1𝑢
)

𝑢̄𝑡 d𝒙.

而方程给出−Δ𝑢 + 𝜇|𝑢|𝑝−1𝑢 = 𝐢𝑢𝑡,因此 𝐸′(𝑡) = Re ∫ℝ𝑑 𝐢𝑢𝑡𝑢̄𝑡 d𝒙 = 0.
动量守恒.对 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑑，令𝑀𝑗(𝑡) = Im ∫ℝ𝑑 𝑢𝜕𝑗𝑢 d𝒙.则

𝑀 ′
𝑗(𝑡) = Im ∫ℝ𝑑

𝑢𝑡𝜕𝑗𝑢 + 𝑢𝜕𝑗𝑢𝑡 d𝒙 = Im ∫ℝ𝑑
𝑢𝑡𝜕𝑗𝑢 − 𝜕𝑗𝑢𝑢𝑡 d𝒙 = 2Im ∫ℝ𝑑

𝑢𝑡𝜕𝑗𝑢 d𝒙.

代入 𝑢𝑡 = 𝐢Δ𝑢 − 𝐢𝜇|𝑢|𝑝−1𝑢得到

𝑀 ′
𝑗(𝑡) = 2Re ∫ℝ𝑑

Δ𝑢𝜕𝑗𝑢 d𝒙 − 2𝜇Re ∫ℝ𝑑
|𝑢|𝑝−1𝑢𝜕𝑗𝑢 d𝒙.

第一项为零

Re ∫ℝ𝑑
Δ𝑢𝜕𝑗𝑢 d𝒙 = −

𝑑
∑

𝑘=1
Re ∫ℝ𝑑

𝜕𝑘𝑢𝜕𝑗𝜕𝑘𝑢 d𝒙 = −1
2 ∫ℝ𝑑

𝜕𝑗(|∇𝑢|2) d𝒙 = 0.

第二项因为Re
(

|𝑢|𝑝−1𝑢𝜕𝑗𝑢
)

= 1
𝑝+1𝜕𝑗(|𝑢|

𝑝+1)，故

Re ∫ℝ𝑑
|𝑢|𝑝−1𝑢𝜕𝑗𝑢 d𝒙 = 1

𝑝 + 1 ∫ℝ𝑑
𝜕𝑗(|𝑢|𝑝+1) d𝒙 = 0.

于是𝑀 ′
𝑗(𝑡) = 0.

作业题 8 (习题6.1.2+问题6.2.3). 今考虑cubic NLS解的性质。

𝐢𝜕𝑡𝑢 + Δ𝑢 = 𝜇|𝑢|2𝑢 in 𝐼 ×ℝ3, 𝑢(0,𝒙) = 𝑢0(𝒙). (NLS)

其中初值𝑢0 ∈ 𝐻1(ℝ3), 𝜇 = ±1, 𝐼 ⊂ ℝ是时间区间。

(1) 考虑使用容许对(𝑝, 𝑞) = (4, 3). 令𝐹 (𝑢)(𝑡,𝒙) = |𝑢|2𝑢(𝑡,𝒙)，证明如下带导数的Strichartz估计

‖

‖

‖

‖

∫ℝ
𝑒𝑖(𝑡−𝜏)Δ𝐹 (𝑢)(𝜏, ⋅) d𝜏

‖

‖

‖

‖𝐿∞
𝑡 𝐻1

𝒙(𝐼×ℝ3)
⩽ ‖𝑢‖3

𝐿4
𝑡𝑊

1,3
𝒙 (𝐼×ℝ3)

.

(2) 利用(1)证明：当‖𝑢0‖𝐻1(ℝ3) ≪ 1时，方程(NLS)有小初值整体解 𝑢 ∈ 𝐿∞
𝑡 (ℝ;𝐻

1
𝒙(ℝ

3)) ∩
𝐿4
𝑡 (ℝ;𝑊

1,3
𝒙 (ℝ3)).

(3) 在(2)的条件下证明散射结论：存在𝑢± ∈ 𝐻1(ℝ3)使得 lim
𝑡→±∞

‖𝑢(𝑡, ⋅) − 𝑒𝑖𝑡Δ𝑢±‖𝐻1 = 0.

(4) 现在设𝜇 = −1，初值还满足|𝒙|𝑢0 ∈ 𝐿2(ℝ3). 设𝑢 ∶ [0, 𝑇∗) ×ℝ3 → ℂ是此时(NLS)在[0, 𝑇∗) ×ℝ3上
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的解。定义能量𝐸(𝑡)和位力势𝑉 (𝑡)如下

𝐸(𝑡) ∶= ∫ℝ3

1
2
|∇𝑢(𝑡,𝒙)|2 − 1

4
|𝑢(𝑡,𝒙)|4 d𝒙, 𝑉 (𝑡) ∶= ∫ℝ3

|𝒙|2|𝑢(𝑡,𝒙)|2 d𝒙.

证明：若𝐸(0) < 0，则𝑇∗ < +∞. (提示：先写出Virial恒等式，然后证明𝑉 ′′(𝑡) ⩽ 16𝐸(𝑡).)

证明. (1) 将 𝐹 (𝑢) 在 𝐼 外延拓为零。三维 Schrödinger 容许对 (4, 3) 满足 2
4 + 3

3 = 3
2 . 由非齐次 Strichartz 估

计，
‖

‖

‖

‖

∫ℝ
𝑒𝐢(𝑡−𝜏)Δ𝐹 (𝑢)(𝜏) d𝜏

‖

‖

‖

‖𝐿∞
𝑡 𝐻1

𝑥

≲ ‖𝐹 (𝑢)‖𝐿4∕3
𝑡 𝑊 1,3∕2

𝑥
.

由于 𝐹 (𝑢) = |𝑢|2𝑢，有 ‖

‖

|𝑢|2𝑢‖
‖𝐿3∕2

𝑥
⩽ ‖𝑢‖3

𝐿9∕2
𝑥
,以及 |∇(|𝑢|2𝑢)| ≲ |𝑢|2|∇𝑢|.于是由 Hölder不等式和Sobolev嵌入

𝑊 1,3(ℝ3) ↪ 𝐿𝑟(ℝ3) (3 ⩽ 𝑟 < ∞)得到

‖𝐹 (𝑢)‖𝐿4∕3
𝑡 𝑊 1,3∕2

𝑥
≲ ‖𝑢‖3

𝐿4
𝑡𝐿

9∕2
𝑥

+ ‖

‖

‖

|𝑢|2|∇𝑢|‖‖
‖𝐿4∕3

𝑡 𝐿3∕2
𝑥
≲ ‖𝑢‖3

𝐿4
𝑡𝑊

1,3
𝑥
.

因此
‖

‖

‖

‖

∫ℝ
𝑒𝐢(𝑡−𝜏)Δ𝐹 (𝑢)(𝜏) d𝜏

‖

‖

‖

‖𝐿∞
𝑡 𝐻1

𝑥 (𝐼×ℝ3)
≲ ‖𝑢‖3

𝐿4
𝑡𝑊

1,3
𝑥 (𝐼×ℝ3)

.

(2)在整个时间轴上定义Banach空间𝑋 ∶= 𝐿∞
𝑡 (ℝ;𝐻

1
𝑥(ℝ

3))∩𝐿4
𝑡 (ℝ;𝑊

1,3
𝑥 (ℝ3))，范数为 ‖𝑢‖𝑋 ∶= ‖𝑢‖𝐿∞

𝑡 𝐻1
𝑥
+

‖𝑢‖𝐿4
𝑡𝑊

1,3
𝑥
.方程对应的解映射为（由Duhamel原理可得）

Φ(𝑢)(𝑡) = 𝑒𝐢𝑡Δ𝑢0 − 𝐢𝜇 ∫

𝑡

0
𝑒𝐢(𝑡−𝜏)Δ

(

|𝑢|2𝑢
)

(𝜏) d𝜏.

由齐次与非齐次 Strichartz估计以及(1)中的非线性估计得到

‖Φ(𝑢)‖𝑋 ⩽ 𝐶 ‖

‖

𝑢0‖‖𝐻1 + 𝐶 ‖𝑢‖3𝑋 .

对 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋，利用 |𝑢|2𝑢 − |𝑣|2𝑣 = (𝑢 − 𝑣)(|𝑢|2 + 𝑢𝑣̄ + |𝑣|2)以及对应的带导数乘积估计可得

‖Φ(𝑢) − Φ(𝑣)‖𝑋 ⩽ 𝐶
(

‖𝑢‖2𝑋 + ‖𝑣‖2𝑋
)

‖𝑢 − 𝑣‖𝑋 .

取 𝐵𝑅 ∶= {𝑢 ∈ 𝑋 ∶ ‖𝑢‖𝑋 ⩽ 𝑅}, 𝑅 = 2𝐶 ‖

‖

𝑢0‖‖𝐻1 . 当 ‖

‖

𝑢0‖‖𝐻1 足够小时，可使 𝐶𝑅2 ⩽ 1∕4，于是 Φ 将
𝐵𝑅 映入自身且是压缩映射，由压缩映射原理给出唯一不动点 𝑢 ∈ 𝑋，即方程的小初值整体解，并满足
𝑢 ∈ 𝐿∞

𝑡 (ℝ;𝐻
1
𝑥(ℝ

3)) ∩ 𝐿4
𝑡 (ℝ;𝑊

1,3
𝑥 (ℝ3)).

(3)仍记 𝐹 (𝑢) = |𝑢|2𝑢。由上一步有 𝐹 (𝑢) ∈ 𝐿4∕3
𝑡 (ℝ;𝑊 1,3∕2

𝑥 (ℝ3)).对 0 < 𝑎 < 𝑏，由Strichartz估计得，

‖

‖

‖

‖

‖

∫

𝑏

𝑎
𝑒−𝐢𝜏Δ𝐹 (𝑢)(𝜏) d𝜏

‖

‖

‖

‖

‖𝐻1

≲ ‖𝐹 (𝑢)‖𝐿4∕3
𝑡 ([𝑎,𝑏];𝑊 1,3∕2

𝑥 ) .
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因为右端当 𝑎, 𝑏→ +∞时趋于零，所以∫ 𝑡0 𝑒
−𝐢𝜏Δ𝐹 (𝑢)(𝜏) d𝜏在𝐻1中有极限。定义

𝑢+ ∶= 𝑢0 − 𝐢𝜇 ∫

+∞

0
𝑒−𝐢𝜏Δ𝐹 (𝑢)(𝜏) d𝜏 ∈ 𝐻1(ℝ3).

由 Duhamel原理可得

‖

‖

‖

𝑢(𝑡) − 𝑒𝐢𝑡Δ𝑢+
‖

‖

‖𝐻1
=
‖

‖

‖

‖

‖

𝑒𝐢𝑡Δ
(

𝐢𝜇 ∫

+∞

𝑡
𝑒−𝐢𝜏Δ𝐹 (𝑢)(𝜏) d𝜏

)

‖

‖

‖

‖

‖𝐻1

≲ ‖𝐹 (𝑢)‖𝐿4∕3
𝑡 ([𝑡,+∞);𝑊 1,3∕2

𝑥 ) ⟶ 0.

同理，在负时间方向定义

𝑢− ∶= 𝑢0 + 𝐢𝜇 ∫

0

−∞
𝑒−𝐢𝜏Δ𝐹 (𝑢)(𝜏) d𝜏 ∈ 𝐻1(ℝ3),

即可得到

lim
𝑡→−∞

‖

‖

‖

𝑢(𝑡) − 𝑒𝐢𝑡Δ𝑢−
‖

‖

‖𝐻1
= 0.

(4)此时方程为聚焦 cubic NLS 𝐢𝑢𝑡+Δ𝑢 = −|𝑢|2𝑢.在 |𝒙|𝑢0 ∈ 𝐿2的条件下，位力势 𝑉 (𝑡) = ∫ℝ3 |𝒙|2|𝑢(𝑡,𝒙)|2 d𝒙
在解存在的时间范围内是良定的。对光滑衰减解直接计算可得 Virial恒等式

𝑉 ′(𝑡) = 4Im ∫ℝ3
𝒙 ⋅ ∇𝑢 𝑢̄ d𝒙, 𝑉 ′′(𝑡) = 8 ∫ℝ3

|∇𝑢|2 d𝒙 − 6 ∫ℝ3
|𝑢|4 d𝒙.

另一方面，能量守恒给出

𝐸(𝑡) = 𝐸(0), 𝐸(𝑡) = 1
2 ∫ |∇𝑢|2 d𝒙 − 1

4 ∫ |𝑢|4 d𝒙.

因此

𝑉 ′′(𝑡) = 8 ∫ |∇𝑢|2 d𝒙 − 6 ∫ |𝑢|4 d𝒙 = 16𝐸(𝑡) − 2 ∫ |𝑢|4 d𝒙 ⩽ 16𝐸(𝑡) = 16𝐸(0).

若 𝐸(0) < 0，记 16𝐸(0) = −𝛿 < 0。反设 𝑇∗ = +∞，则对任意的 𝑡 ⩾ 0都有 𝑉 ′′(𝑡) ⩽ −𝛿,积分两次得到

𝑉 (𝑡) ⩽ 𝑉 (0) + 𝑉 ′(0)𝑡 − 𝛿
2
𝑡2.

右端当 𝑡足够大时为负，但 𝑉 (𝑡) = ∫ |𝒙|2|𝑢(𝑡,𝒙)|2 d𝒙 ⩾ 0，矛盾。因此 𝑇∗ < +∞。


