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以下两题均可忽略光滑逼近的步骤，且可以默认第一题无穷远处的边界积分皆为零。

作业题 1 (习题2.8.1). ℝ𝑑中的质量临界Schrödinger方程的基态 (ground state) 𝑄是满足如下半线性椭
圆方程的径向正解，且在无穷远处衰减到零

−Δ𝑄 +𝑄 − |𝑄|

4
𝑑𝑄 = 0, 𝒙 ∈ ℝ𝑑 .

(1) 模仿定理2.8.2的方法证明: ‖𝑄‖

2+ 4
𝑑

𝐿2+ 4
𝑑 (ℝ𝑑 )

= (1 + 𝑑
2
)‖𝑄‖

2
𝐿2(ℝ𝑑 )

.

(2) 已知如下 Galiargo-Nirenberg插值不等式成立，且𝑢 = 𝑄时该不等式取等号

‖𝑢‖2+(4∕𝑑)
𝐿2+(4∕𝑑)(ℝ𝑑 )

⩽ 𝐶‖𝑢‖4∕𝑑
𝐿2(ℝ𝑑 )

‖∇𝑢‖2𝐿2(ℝ𝑑 ).

写出此时的最佳常数𝐶关于‖𝑄‖

2
𝐿2(ℝ𝑑 )

的表达式。

证明. 首先将原方程两边同乘 𝑄并积分，通过分部积分（假设边界项在无穷远衰减为零），得到

∫ℝ𝑑
|∇𝑄|

2 d𝒙 + ∫ℝ𝑑
𝑄2 d𝒙 − ∫ℝ𝑑

|𝑄|

2+ 4
𝑑 d𝒙 = 0 (A)

接下来推导Pohozaev恒等式，方程两边同乘 𝒙 ⋅ ∇𝑄并积分得到

∫ℝ𝑑
(−Δ𝑄)(𝒙 ⋅ ∇𝑄) d𝒙 + ∫ℝ𝑑

𝑄(𝒙 ⋅ ∇𝑄) d𝒙 − ∫ℝ𝑑
|𝑄|

4
𝑑𝑄(𝒙 ⋅ ∇𝑄) d𝒙 = 0.

1
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分别计算这三项。第一项分部积分可得

∫ℝ𝑑
(−Δ𝑄)(𝒙 ⋅ ∇𝑄) d𝒙 = ∫ℝ𝑑

∇𝑄 ⋅ ∇(𝒙 ⋅ ∇𝑄) d𝒙 = ∫ℝ𝑑
𝜕𝑖𝑄(𝜕𝑖𝑄 + 𝑥𝑗𝜕𝑗𝜕𝑖𝑄) d𝒙

= ∫ℝ𝑑
|∇𝑄|

2 d𝒙 + 1
2 ∫ℝ𝑑

𝒙 ⋅ ∇(|∇𝑄|

2) d𝒙

= ∫ℝ𝑑
|∇𝑄|

2 d𝒙 − 𝑑
2 ∫ℝ𝑑

|∇𝑄|

2 d𝒙 = (1 − 𝑑
2
) ∫ℝ𝑑

|∇𝑄|

2 d𝒙

第二项：

∫ℝ𝑑
𝑄(𝒙 ⋅ ∇𝑄) d𝒙 = 1

2 ∫ℝ𝑑
𝒙 ⋅ ∇(𝑄2) d𝒙 = −𝑑

2 ∫ℝ𝑑
𝑄2 d𝒙.

第三项：

− ∫ℝ𝑑
|𝑄|

4
𝑑𝑄(𝒙 ⋅ ∇𝑄) d𝒙 = − 1

2 + 4
𝑑
∫ℝ𝑑

𝒙 ⋅ ∇(|𝑄|

2+ 4
𝑑 ) d𝒙 = 𝑑

2 + 4
𝑑
∫ℝ𝑑

|𝑄|

2+ 4
𝑑 d𝒙.

将三项相加得到

(1 − 𝑑
2
) ∫ℝ𝑑

|∇𝑄|

2 d𝒙 − 𝑑
2 ∫ℝ𝑑

𝑄2 d𝒙 + 𝑑2

2𝑑 + 4 ∫ℝ𝑑
|𝑄|

2+ 4
𝑑 d𝒙 = 0 (B)

(A)和(B)联立并消去 ∫ |∇𝑄|

2 项，得到

(1 − 𝑑
2
)
(

∫ℝ𝑑
|𝑄|

2+ 4
𝑑 d𝒙 − ∫ℝ𝑑

𝑄2 d𝒙
)

− 𝑑
2 ∫ℝ𝑑

𝑄2 d𝒙 + 𝑑2

2𝑑 + 4 ∫ℝ𝑑
|𝑄|

2+ 4
𝑑 d𝒙 = 0

合并同类项后就得到

2
𝑑 + 2 ∫ℝ𝑑

|𝑄|

2+ 4
𝑑 d𝒙 = ∫ℝ𝑑

𝑄2 d𝒙 ⟹ ‖𝑄‖

2+ 4
𝑑

𝐿2+ 4
𝑑
= (1 + 𝑑

2
)‖𝑄‖

2
𝐿2 .

(2)已知不等式取等号时 𝑢 = 𝑄.此时‖𝑄‖

2+4∕𝑑
𝐿2+4∕𝑑 = 𝐶‖𝑄‖

4∕𝑑
𝐿2 ‖∇𝑄‖

2
𝐿2 .由(1)已知 ‖𝑄‖

2+4∕𝑑
𝐿2+4∕𝑑 = (1+ 𝑑

2 )‖𝑄‖

2
𝐿2。

将其代入(A)可得 ‖∇𝑄‖

2
𝐿2 = (1 + 𝑑

2 )‖𝑄‖

2
𝐿2 − ‖𝑄‖

2
𝐿2 =

𝑑
2‖𝑄‖

2
𝐿2 . 将这两项代入取等号的插值不等式得到

(1 + 𝑑
2
)‖𝑄‖

2
𝐿2 = 𝐶‖𝑄‖

4∕𝑑
𝐿2

(𝑑
2
‖𝑄‖

2
𝐿2

)

消去 ‖𝑄‖

2
𝐿2 并求解 𝐶即得

1 + 𝑑
2
= 𝐶 𝑑

2
‖𝑄‖

4∕𝑑
𝐿2 ⟹ 𝐶 =

1 + 𝑑∕2
𝑑∕2

‖𝑄‖

−4∕𝑑
𝐿2 = 𝑑 + 2

𝑑
‖𝑄‖

−4∕𝑑
𝐿2(ℝ𝑑 )

.
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作业题 2 (习题2.8.2). 设有界区域𝑈 ⊂ ℝ𝑑边界光滑，𝑉 ∈ 𝐶1(𝑈 )是给定的位势函数，𝜆 > 0是(−Δ +
𝑉 (𝒙)𝐼)算子(带Dirichlet零边值)的一个特征值，𝑢 ∈ 𝐻2(𝑈 ) ∩𝐻1

0 (𝑈 )是对应的特征函数，即

−Δ𝑢 + 𝑉 (𝒙)𝑢 = 𝜆𝑢 in 𝑈, 𝑢|𝜕𝑈 = 0.

证明：

𝜆 ∫𝑈
𝑢2 d𝒙 = 1

2 ∫𝜕𝑈
(𝒙 ⋅𝑁(𝒙))

( 𝜕𝑢
𝜕𝑁

)2
d𝑆𝒙 +

1
2 ∫𝑈

(2𝑉 (𝒙) + 𝒙 ⋅ ∇𝑉 (𝒙))𝑢2 d𝒙.

证明. 方程两边同乘 𝒙 ⋅ ∇𝑢并积分得到

∫𝑈
(−Δ𝑢)(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙 + ∫𝑈

𝑉 (𝒙)𝑢(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙 = 𝜆 ∫𝑈
𝑢(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙.

对第一项分部积分可得

∫𝑈
(−Δ𝑢)(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙 = ∫𝜕𝑈

− 𝜕𝑢
𝜕𝑁

(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝑆 + ∫𝑈
∇𝑢 ⋅ ∇(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙

由于在 𝜕𝑈 上 𝑢 = 0，故 ∇𝑢 = 𝜕𝑢
𝜕𝑁

𝑁(𝒙)，从而 𝒙 ⋅∇𝑢 = (𝒙 ⋅𝑁(𝒙)) 𝜕𝑢
𝜕𝑁
。因此边界项为 − ∫𝜕𝑈 (𝒙 ⋅𝑁(𝒙))( 𝜕𝑢

𝜕𝑁
)2 d𝑆。

内部项经计算得

∫𝑈
|∇𝑢|2 d𝒙 + 1

2 ∫𝑈
𝒙 ⋅ ∇(|∇𝑢|2) d𝒙 = (1 − 𝑑

2
) ∫𝑈

|∇𝑢|2 d𝒙 + 1
2 ∫𝜕𝑈

(𝒙 ⋅𝑁(𝒙))|∇𝑢|2 d𝑆.

因边界上 |∇𝑢|2 = ( 𝜕𝑢
𝜕𝑁

)2，所以第一项合并为：

(1 − 𝑑
2
) ∫𝑈

|∇𝑢|2 d𝒙 − 1
2 ∫𝜕𝑈

(𝒙 ⋅𝑁(𝒙))
( 𝜕𝑢
𝜕𝑁

)2
d𝑆.

对第二项分部积分得到

∫𝑈
𝑉 (𝒙)𝑢(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙 = 1

2 ∫𝑈
𝑉 (𝒙)𝒙 ⋅ ∇(𝑢2) d𝒙 = 1

2 ∫𝜕𝑈
𝑉 (𝒙)(𝒙 ⋅𝑁(𝒙))𝑢2 d𝑆 − 1

2 ∫𝑈
∇ ⋅ (𝒙𝑉 (𝒙))𝑢2 d𝒙.

由于边界上 𝑢 = 0，且 ∇ ⋅ (𝒙𝑉 (𝒙)) = 𝑑𝑉 (𝒙) + 𝒙 ⋅ ∇𝑉 (𝒙)，该项变为

−𝑑
2 ∫𝑈

𝑉 (𝒙)𝑢2 d𝒙 − 1
2 ∫𝑈

(𝒙 ⋅ ∇𝑉 (𝒙))𝑢2 d𝒙.

对方程右端积分可得

𝜆 ∫𝑈
𝑢(𝒙 ⋅ ∇𝑢) d𝒙 = 𝜆

2 ∫𝑈
𝒙 ⋅ ∇(𝑢2) d𝒙 = −𝜆𝑑

2 ∫𝑈
𝑢2 d𝒙.
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另一方面，将原方程乘 𝑢积分得到能量估计

∫𝑈
|∇𝑢|2 d𝒙 + ∫𝑈

𝑉 (𝒙)𝑢2 d𝒙 = 𝜆 ∫𝑈
𝑢2 d𝒙 ⟹ ∫𝑈

|∇𝑢|2 d𝒙 = ∫𝑈
(𝜆 − 𝑉 (𝒙))𝑢2 d𝒙

将 ∫𝑈 |∇𝑢|2 d𝒙代入前面第一项的结果，经计算可得

𝜆 ∫𝑈
𝑢2 d𝒙 − ∫𝑈

𝑉 (𝒙)𝑢2 d𝒙 − 1
2 ∫𝜕𝑈

(𝒙 ⋅𝑁(𝒙))
( 𝜕𝑢
𝜕𝑁

)2
d𝑆 − 1

2 ∫𝑈
(𝒙 ⋅ ∇𝑉 (𝒙))𝑢2 d𝒙 = 0

移项整理即得结论。

作业题 3 (习题3.2.1). 设 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈 )，𝑢𝑚 =
𝑚
∑

𝑘=1
𝑑𝑘
𝑚𝑤𝑘 满足

∫𝑈
∇𝑢𝑚 ⋅ ∇𝑤𝑘 d𝒙 = ∫𝑈

𝑓 𝑤𝑘 d𝒙, ∀1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚,

其中 {𝑤𝑘}是 𝐻1
0 (𝑈 )的标准正交基。证明：{𝑢𝑚}存在子列在 𝐻1

0 (𝑈 )中弱收敛于Poisson方程 −Δ𝑢 =
𝑓 (𝒙 ∈ 𝑈 ), 𝑢|𝜕𝑈 = 0的弱解 𝑢.

证明. 在题给条件式两端同乘 𝑑𝑘
𝑚 并对 𝑘从 1到 𝑚求和，利用 𝑢𝑚 =

𝑚
∑

𝑘=1
𝑑𝑘
𝑚𝑤𝑘 可得

∫𝑈
|∇𝑢𝑚|2 d𝒙 = ∫𝑈

𝑓𝑢𝑚 d𝒙.

由 Cauchy–Schwarz不等式和 Poincaré不等式得到

‖∇𝑢𝑚‖2𝐿2 ⩽ ‖𝑓‖𝐿2‖𝑢𝑚‖𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2‖∇𝑢𝑚‖𝐿2 ⟹ ‖∇𝑢𝑚‖𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2 .

这表明 {𝑢𝑚}在𝐻1
0 (𝑈 )中一致有界。由弱紧性得知必存在子列（仍记为 {𝑢𝑚}）和 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (𝑈 )，使得 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢
在 𝐻1

0 (𝑈 )中弱收敛。
接下来证明 𝑢是弱解。对任意固定的 𝑣 ∈ 𝐻1

0 (𝑈 )，由于 {𝑤𝑘}是标准正交基，存在由前 𝑚个基底构成

的组合 𝑣𝑚 =
𝑚
∑

𝑘=1
𝑐𝑘𝑤𝑘，使得当 𝑚 → ∞时 𝑣𝑚 在 𝐻1

0 中强收敛到 𝑣。对任意给定的 𝑚有

∫𝑈
∇𝑢𝑚 ⋅ ∇𝑣𝑚 d𝒙 = ∫𝑈

𝑓𝑣𝑚 d𝒙

令 𝑚 → ∞，由于 𝑢𝑚 ⇀ 𝑢在 𝐻1
0 (𝑈 )中弱收敛，且 𝑣𝑚 → 𝑣在 𝐻1

0 (𝑈 )中强收敛，所以左右两端内积均收敛

∫𝑈
∇𝑢 ⋅ ∇𝑣 d𝒙 = ∫𝑈

𝑓𝑣 d𝒙.
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作业题 4 (习题3.2.2+问题3.4.1). 设 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑈 )并设 𝑢是如下问题的光滑解：

𝜕𝑡𝑢 − Δ𝑢 = 0 in 𝑈𝑇 , 𝑢 = 0 on [0, 𝑇 ] × 𝜕𝑈, 𝑢 = 𝑔 on {𝑡 = 0} × 𝑈. (1)

(1) 证明：对任意的𝑡 ⩾ 0有‖𝑢(𝑡, ⋅)‖𝐿2(𝑈 ) ⩽ 𝑒−𝜆1𝑡‖𝑔‖𝐿2(𝑈 ).这里 𝜆1 > 0是具有零 Dirichlet边界条件的

−Δ在 𝑈 上的主特征值。
(2) 如果再假设 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑈 )且满足相容性条件 𝑔|𝜕𝑈 = 0，证明：存在常数 𝐶 > 0使得对任意 𝑡 > 0
都有 sup

𝒙∈𝑈
|𝑢(𝑡,𝒙)| ⩽ 𝐶𝑒−𝜆1𝑡.

提示：对(2)，如果初值是对应于(−Δ)算子(带Dirichlet边界条件时)的主特征值 𝜆1的特征函数𝑤1，那

对应热方程的解是什么？然后用问题2.6.2的结论。

证明. (1)方程乘 𝑢然后分部积分可得

1
2
d
d𝑡 ∫𝑈

𝑢2 d𝒙 = ∫𝑈
𝑢Δ𝑢 d𝒙 = − ∫𝑈

|∇𝑢|2 d𝒙

根据主特征值 𝜆1 的 Rayleigh商定义，有 ∫𝑈 |∇𝑢|2 d𝒙 ⩾ 𝜆1 ∫𝑈 𝑢2 d𝒙。代入上式得

d
d𝑡
‖𝑢(𝑡)‖2𝐿2 ⩽ −2𝜆1‖𝑢(𝑡)‖2𝐿2

由 Grönwall不等式解得‖𝑢(𝑡)‖2
𝐿2 ⩽ 𝑒−2𝜆1𝑡‖𝑔‖2

𝐿2 ⟹ ‖𝑢(𝑡, ⋅)‖𝐿2(𝑈 ) ⩽ 𝑒−𝜆1𝑡‖𝑔‖𝐿2(𝑈 ).

(2) 设主特征值 𝜆1 对应的正特征函数为 𝑤1(𝒙)，即 −Δ𝑤1 = 𝜆1𝑤1，且在 𝑈 内 𝑤1 > 0。考察函数
𝑣(𝑡,𝒙) = 𝐶𝑒−𝜆1𝑡𝑤1(𝒙)。直接计算可知 𝜕𝑡𝑣−Δ𝑣 = −𝐶𝜆1𝑒−𝜆1𝑡𝑤1− 𝑒−𝜆1𝑡(−𝐶𝜆1𝑤1) = 0，即 𝑣也是热方程的光滑
解。由于 𝑔 ∈ 𝐶1(𝑈 )且 𝑔|𝜕𝑈 = 0，由问题2.6.2得知：存在常数 𝐶 > 0，使得在 𝑈 上恒有 −𝐶𝑤1(𝒙) ⩽ 𝑔(𝒙) ⩽
𝐶𝑤1(𝒙). 这即是初始时刻 𝑡 = 0时的比较条件. 由于 𝑢和 ±𝑣在边界上均为零，由抛物方程弱极值原理（比
较原理），对任意 𝑡 > 0都有−𝑣(𝑡,𝒙) ⩽ 𝑢(𝑡,𝒙) ⩽ 𝑣(𝑡,𝒙). 因此|𝑢(𝑡,𝒙)| ⩽ 𝐶𝑒−𝜆1𝑡𝑤1(𝒙) ⩽ 𝐶 ′𝑒−𝜆1𝑡.

作业题 5 (问题3.5.1). 记 Ω = ℝ+ ×ℝ ⊂ ℝ2，其边界为 𝜕Ω = {𝑥1 = 0}. 设𝐛 = (𝑏1, 𝑏2) ∈ 𝑊 3,∞([0, 𝑇 ] ×
Ω;ℝ2). 任给参数 𝜀 ∈ (0, 1]，考虑粘性对流–扩散方程初边值问题：

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

𝜕𝑡𝑢𝜀 + 𝐛(𝑡,𝒙) ⋅ ∇𝑢𝜀 − 𝜀Δ𝑢𝜀 = 0 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ),𝒙 ∈ Ω,

𝜕1𝑢𝜀|𝜕Ω = 0 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],𝒙 ∈ 𝜕Ω,

𝑢𝜀(0,𝒙) = 𝑔(𝒙) ∈ 𝐻2(Ω) 𝒙 ∈ Ω.

(𝑃𝜀)

已知对任意 𝜀 > 0，(𝑃𝜀)存在充分光滑的解 𝑢𝜀.
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(1) 若 𝑏1 = 0. 证明如下结论。

(1a) sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢𝜀‖𝐻1(Ω) 关于 𝜀 一致有界，进而 {𝑢𝜀} 存在子列在 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1(Ω)) 中弱-*收敛到

𝑢 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1(Ω)),且 𝑢是无粘传输方程 𝜕𝑡𝑢 + 𝐛(𝑡,𝒙) ⋅ ∇𝑢 = 0的弱解，初值仍为 𝑔.

(1b) 此时 𝜕1𝑢|𝜕Ω 是否一定为零？

(1c) sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢𝜀 − 𝑢‖𝐿2(Ω) ⩽ 𝐶
√

𝜀.

(2) 若 𝑏1 = 1且 𝑏2 不依赖 𝑥1，证明： sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢𝜀‖𝐿2(Ω) 关于 𝜀仍然一致有界，并问： sup
𝑡∈[0,𝑇 ]

‖𝑢𝜀‖𝐻1(Ω)

关于 𝜀是否一致有界？证明结论或者构造反例。

提示：若𝑔 ∈ 𝐻2(Ω)且方程解充分光滑，则𝑔应该满足相容性条件𝜕1𝑔|𝜕Ω = 0；对(2)，思考如何对𝑢𝜀的
一阶导数做一致估计。

证明. (1)若 𝑏1 = 0.

先作 𝐿2 估计。方程两边同乘 𝑢𝜀 并积分得到

1
2
d
d𝑡 ∫Ω

(𝑢𝜀)2 d𝒙 + 𝜀 ∫Ω
|∇𝑢𝜀|2 d𝒙 − 𝜀 ∫𝜕Ω

𝑢𝜀 𝜕𝑢
𝜀

𝜕𝑛
d𝑆 = − ∫Ω

(𝑏 ⋅ ∇𝑢𝜀)𝑢𝜀 d𝒙.

因为 𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑛
= −𝜕1𝑢𝜀 = 0，所以边界积分为 0。对流项利用对称性，分部积分可得

− ∫Ω
𝑏 ⋅ ∇

(1
2
(𝑢𝜀)2

)

d𝒙 = 1
2 ∫Ω

(∇ ⋅ 𝑏)(𝑢𝜀)2 d𝒙 − 1
2 ∫𝜕Ω

(𝑏 ⋅ 𝒏)(𝑢𝜀)2 d𝑆 = 1
2 ∫Ω

(∇ ⋅ 𝑏)(𝑢𝜀)2 d𝒙.

现在有 d
d𝑡‖𝑢

𝜀
‖

2
𝐿2 ⩽ ‖∇ ⋅ 𝑏‖𝐿∞‖𝑢𝜀‖2𝐿2，由 Grönwall不等式知 ‖𝑢𝜀‖𝐿2 一致有界。

再作 𝐻1 估计。方程两边同乘 −Δ𝑢𝜀 并积分得到

∫Ω
𝜕𝑡𝑢

𝜀(−Δ𝑢𝜀) d𝒙 + ∫Ω
(𝑏 ⋅ ∇𝑢𝜀)(−Δ𝑢𝜀) d𝒙 + 𝜀 ∫Ω

(Δ𝑢𝜀)2 d𝒙 = 0

第一项分部积分可得

− ∫Ω
𝜕𝑡𝑢

𝜀Δ𝑢𝜀 d𝒙 = 1
2
d
d𝑡 ∫Ω

|∇𝑢𝜀|2 d𝒙 − ∫𝜕Ω
𝜕𝑡𝑢

𝜀 𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑛
d𝑆

由于 𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑛
= 0，边界项为 0。

现在处理中间的对流项 − ∫Ω 𝑏𝑗𝜕𝑗𝑢𝜀 𝜕2𝑖 𝑢
𝜀 d𝒙，分部积分得到该式等于

∫Ω
𝑏𝑗𝜕𝑗𝜕𝑖𝑢

𝜀 𝜕𝑖𝑢
𝜀 d𝒙 + ∫Ω

𝜕𝑖𝑏𝑗 𝜕𝑗𝑢
𝜀 𝜕𝑖𝑢

𝜀 d𝒙 − ∫𝜕Ω
(𝐛 ⋅ ∇)𝑢𝜀 𝜕𝑢

𝜀

𝜕𝑁
d𝑆.

上面第二项是可控的，第三项是零，对第一项，我们注意到被积函数实际上是 1
2
(𝐛 ⋅∇)|∇𝑢𝜀|2，所以分部积
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分得到

∫Ω
𝑏𝑗𝜕𝑗𝜕𝑖𝑢

𝜀 𝜕𝑖𝑢
𝜀 d𝒙 = −1

2 ∫Ω
(∇ ⋅ 𝐛)|∇𝑢𝜀|2 + ∫𝜕Ω

(𝑏 ⋅𝑁)|∇𝑢|2 d𝑆 = −1
2 ∫Ω

(∇ ⋅ 𝐛)|∇𝑢𝜀|2 + 0.

所有的内部积分利用 Cauchy–Schwarz 及 𝑏 ∈ 𝑊 3,∞ 可被 𝐶‖∇𝑢𝜀‖2
𝐿2 控制。最终得到

1
2
d
d𝑡‖∇𝑢

𝜀
‖

2
𝐿2 +

𝜀‖Δ𝑢𝜀‖2
𝐿2 ⩽ 𝐶‖∇𝑢𝜀‖2

𝐿2。因此 {𝑢𝜀}在 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻1(Ω))中一致有界。由弱紧性必定存在子列弱-*收敛于无粘

方程的解 𝑢.

(1b)不一定。无粘方程为 𝜕𝑡𝑢 + 𝑏2(𝑡,𝒙)𝜕2𝑢 = 0，对其两边关于 𝑥1 求导得

𝜕𝑡(𝜕1𝑢) + 𝑏2𝜕2(𝜕1𝑢) = −(𝜕1𝑏2)𝜕2𝑢

在边界 𝑥1 = 0 上，即使初值满足 𝜕1𝑔(0, 𝑥2) = 0，使得初始时刻 𝜕1𝑢 = 0，但只要源项 −(𝜕1𝑏2)𝜕2𝑢 ≠ 0，𝜕1𝑢
就会随时间演化出非零值。因此极限函数的法向导数不一定保持为零。

(1c)令误差 𝑤𝜀 = 𝑢𝜀 − 𝑢。由𝑔 ∈ 𝐻2和系数的正则性得知，传输方程保持了𝑢的𝐻2正则性，于是可以计

算𝑤𝜀的方程 𝜕𝑡𝑤𝜀 + 𝑏 ⋅ ∇𝑤𝜀 − 𝜀Δ𝑤𝜀 = 𝜀Δ𝑢。同乘 𝑤𝜀 并积分就得到

1
2
d
d𝑡
‖𝑤𝜀

‖

2
𝐿2 + 𝜀‖∇𝑤𝜀

‖

2
𝐿2 − 𝜀 ∫𝜕Ω

𝑤𝜀 𝜕𝑤𝜀

𝜕𝑛
d𝒙2 =

1
2 ∫Ω

(∇ ⋅ 𝑏)(𝑤𝜀)2 d𝒙 + 𝜀 ∫Ω
Δ𝑢𝑤𝜀 d𝒙

注意 𝜕𝑤𝜀

𝜕𝑛
= 𝜕𝑢𝜀

𝜕𝑛
− 𝜕𝑢

𝜕𝑛
= 0 − (−𝜕1𝑢) = 𝜕1𝑢。将右边扩散源项与边界项结合并分部积分得到

𝜀 ∫Ω
Δ𝑢𝑤𝜀 d𝒙 + 𝜀 ∫𝜕Ω

𝑤𝜀𝜕1𝑢 d𝒙2 = −𝜀 ∫Ω
∇𝑢 ⋅ ∇𝑤𝜀 d𝒙 ⩽ 𝜀

2
‖∇𝑤𝜀

‖

2
𝐿2 +

𝜀
2
‖∇𝑢‖2𝐿2 .

代回原式后得到 d
d𝑡‖𝑤

𝜀
‖

2
𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝑤𝜀

‖

2
𝐿2 + 𝜀‖∇𝑢‖2

𝐿2。由 Grönwall不等式即得‖𝑤𝜀(𝑡)‖2
𝐿2 ⩽ 𝐶𝜀.

(2) 先算𝐿2估计，方程两边同乘 𝑢𝜀，分部积分可得（相比第一问来说，多了一个边界项，因为𝑏1不再
是0）

1
2
d
d𝑡
‖𝑢𝜀‖2𝐿2 + 𝜀‖∇𝑢𝜀‖2𝐿2 =

1
2 ∫𝜕Ω

|𝑢𝜀|2 d𝑆 + 1
2 ∫Ω

(𝜕2𝑏2)|𝑢𝜀|2 d𝒙.

现在必须消掉 ∫𝜕Ω |𝑢𝜀|2𝑑𝑆，用Gauss–Green公式可得

∫𝜕Ω
|𝑢𝜀|2 d𝑆 = − ∫𝜕Ω

𝑁1|𝑢
𝜀
|

2 d𝑆 = − ∫Ω
𝜕1(𝑢𝜀)2 d𝒙 ⩽ 2‖𝑢𝜀‖𝐿2(Ω)‖𝜕1𝑢

𝜀
‖𝐿2(Ω) ⩽ ‖𝑢𝜀‖2𝐿2(Ω) + ‖𝜕1𝑢

𝜀
‖

2
𝐿2(Ω).

所以有
d
d𝑡
‖𝑢𝜀‖2𝐿2 ⩽ 𝐶

(

‖𝑢𝜀‖2𝐿2 + ‖𝜕1𝑢
𝜀
‖

2
𝐿2

)

.

下面证明法向导数 𝑤 = 𝜕1𝑢𝜀 在 𝐿2 中一致有界。对原方程求𝜕1得到 𝑤满足的方程：

𝜕𝑡𝑤 + 𝜕1𝑤 + 𝑏2𝜕2𝑤 + (𝜕1𝑏2)
⏟⏟⏟

=0

𝜕2𝑢
𝜀 − 𝜀Δ𝑤 = 0, 𝑤|𝜕Ω = 0.
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直接乘𝑤积分，能量估计可得

1
2
d
d𝑡
‖𝑤‖

2
𝐿2 + 𝜀‖∇𝑤‖

2
𝐿2 =

1
2 ∫Ω

(𝜕2𝑏2)𝑤2 d𝒙 ⟹ ‖𝑤(𝑡)‖2𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝜕1𝑔‖
2
𝐿2 .

现在将其代入𝐿2估计的结果，就得到 d
d𝑡‖𝑢

𝜀
‖

2
𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝑢𝜀‖2

𝐿2 + 𝐶，再次用Grönwall不等式即得结论。

下面再算𝐻1估计，因为刚才已经得到‖𝜕1𝑢𝜀‖𝐿2估计，所以现在只要算切向导数 𝑣 = 𝜕2𝑢𝜀 的估计。𝑣的
方程为

𝜕𝑡𝑣 + 𝜕1𝑣 + 𝑏2𝜕2𝑣 + (𝜕2𝑏2)𝑣 − 𝜀Δ𝑣 = 0, 𝜕1𝑣|𝜕Ω = 0.

同乘 𝑣积分，与 𝑢𝜀 结构一致，我们得到

1
2
d
d𝑡
‖𝑣‖2𝐿2 + 𝜀‖∇𝑣‖2𝐿2 =

1
2 ∫𝜕Ω

|𝑣|2 d𝑆 − 1
2 ∫Ω

(𝜕2𝑏2)|𝑣|2 d𝒙.

现在我们必须控制𝑣的边界积分。令𝑧 = 𝜕1𝑣，则同上可知我们需要控制 ‖𝑧‖𝐿2(Ω). 此时我们有

𝜕𝑡𝑧 + 𝜕1𝑧 + 𝑏2𝜕2𝑧 + (𝜕2𝑏2)𝑧 − 𝜀Δ𝑧 = 0, 𝑧|𝜕Ω = 0.

直接能量估计可得

1
2
d
d𝑡
‖𝑧‖2𝐿2 + 𝜀‖∇𝑧‖2𝐿2 = −1

2 ∫Ω
(𝜕2𝑏2)𝑧2 d𝒙 − ∫Ω

(𝜕2𝑏2)𝑧2 d𝒙 ⩽ 𝐶‖𝑧‖2𝐿2 .

由Grönwall不等式得到‖𝑧(𝑡)‖2
𝐿2 ⩽ 𝐶1‖𝑧(0)‖2𝐿2 = 𝐶1‖𝜕1𝜕2𝑔‖2𝐿2，这就得到 ‖𝑧‖𝐿2 一致有界，进而 ‖𝑣‖𝐿2 一致

有界。

作业题 6 (补充题). 设维数𝑑 ⩾ 2，给定𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈 ). 对常数𝜀 > 0，考虑如下带有钳支边界条件的奇异
摄动四阶椭圆方程

𝜀Δ2𝑢𝜀 − Δ𝑢𝜀 = 𝑓 in 𝑈, 𝑢𝜀 =
𝜕𝑢𝜀
𝜕𝑁

= 0 on 𝜕𝑈.

已知对任意给定的 𝜀 > 0，该方程存在唯一的弱解 𝑢𝜀 ∈ 𝐻2
0 (𝑈 ).

(1) 证明：存在 𝑢0 ∈ 𝐻1
0 (𝑈 )，使得当 𝜀 → 0+ 时，𝑢𝜀

𝐻1
0 (𝑈 )

←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑢0，并求出 𝑢0 (在弱意义下)满足的极限

方程。

(2) 证明： lim
𝜀→0+

𝜀 ∫𝑈 |Δ𝑢𝜀|2 d𝒙 = 0.

(3) 若𝑓使得(1)中所得的𝑢0 ∈ 𝐻2(𝑈 )，且 𝜕𝑢0
𝜕𝑁
在 𝜕𝑈 上不恒为零。证明： lim

𝜀→0+
‖𝑢𝜀‖𝐻2(𝑈 ) = +∞.

(4) (选做)仍然假设𝑓使得(1)中所得的𝑢0 ∈ 𝐻2(𝑈 )，而且极限函数还恰好满足 𝜕𝑢0
𝜕𝑁
在 𝜕𝑈 上恒为零，

回答如下问题：

(4a) 证明：当𝜀 → 0+时，𝑢𝜀
𝐻2

←←←←←←←←←←←←←→ 𝑢0，且存在不依赖𝜀的常数𝐶 > 0使得 ‖𝑢𝜀 − 𝑢0‖𝐻1
0 (𝑈 ) ⩽ 𝐶

√

𝜀.

(4b) 若进一步假设𝑓 ∈ 𝐻1
0 (𝑈 )，证明：存在不依赖𝜀的常数𝐶 ′′ > 0使得 ‖𝑢𝜀− 𝑢0‖𝐻2(𝑈 ) ⩽ 𝐶 ′′

√

𝜀.
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(4c) 如果去掉𝑓 ∈ 𝐻1
0 (𝑈 )，此时是否还存在𝑎 > 0，使得存在不依赖𝜀的常数𝐶 ′ > 0满足‖𝑢𝜀 −

𝑢0‖𝐻2(𝑈 ) ⩽ 𝐶 ′𝜀𝑎？证明你的结论。

证明. (1)+(2)将原方程乘 𝑢𝜀 ∈ 𝐻2
0 (𝑈 )并积分，分部积分无边界项，得到

𝜀 ∫𝑈
(Δ𝑢𝜀)2 d𝒙 + ∫𝑈

|∇𝑢𝜀|2 d𝒙 = ∫𝑈
𝑓𝑢𝜀 d𝒙 ⩽ ‖𝑓‖𝐿2‖𝑢𝜀‖𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2‖∇𝑢𝜀‖𝐿2 ,

于是 ‖∇𝑢𝜀‖𝐿2 ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2，即 𝑢𝜀 在 𝐻1
0 (𝑈 ) 中关于 𝜀 一致有界。因此必定存在子列在 𝐻1

0 (𝑈 ) 中弱收敛至极
限 𝑢0。（实际上整个序列都是弱收敛的，这可由Poisson方程解的唯一性得到）

任取光滑测试函数 𝑣 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝑈 )，方程乘𝑣然后分部积分得到

𝜀 ∫𝑈
Δ𝑢𝜀Δ𝑣 d𝒙 + ∫𝑈

∇𝑢𝜀 ⋅ ∇𝑣 d𝒙 = ∫𝑈
𝑓𝑣 d𝒙.

由前面的能量估计知 𝜀‖Δ𝑢𝜀‖𝐿2 ⩽ 𝐶
√

𝜀 → 0. 取 𝜀 → 0+ 极限，第一项消失，第二项由弱收敛得到 ∫𝑈 ∇𝑢0 ⋅
∇𝑣 d𝒙 = ∫𝑈 𝑓𝑣 d𝒙。因此极限方程为 −Δ𝑢0 = 𝑓 in 𝑈 , 𝑢0|𝜕𝑈 = 0.

在极限方程中取测试函数 𝑣 = 𝑢0，有 ∫𝑈 |∇𝑢0|2 d𝒙 = ∫𝑈 𝑓𝑢0 d𝒙。对原方程能量等式两边取上极限得到

lim sup
𝜀→0+

(

𝜀 ∫𝑈
(Δ𝑢𝜀)2 d𝒙 + ∫𝑈

|∇𝑢𝜀|2 d𝒙
)

= lim
𝜀→0+ ∫𝑈

𝑓𝑢𝜀 d𝒙 = ∫𝑈
𝑓𝑢0 d𝒙 = ∫𝑈

|∇𝑢0|2 d𝒙.

据𝐻1
0 弱收敛的范数下半连续性有lim inf

𝜀→0+
∫𝑈 |∇𝑢𝜀|2 d𝒙 ⩾ ∫𝑈 |∇𝑢0|2 d𝒙。将其代入上式即得 lim sup

𝜀→0+
𝜀 ∫𝑈 (Δ𝑢𝜀)

2 d𝒙 ⩽

0,故极限必定存在且为 0，这样的话就得到 ∫𝑈 |∇𝑢𝜀|2 d𝒙 → ∫𝑈 |∇𝑢0|2 d𝒙，范数收敛+弱收敛即得强收敛。

(3) 反证法，假设存在子列满足 ‖𝑢𝜀𝑘‖𝐻2(𝑈 ) ⩽ 𝐾。由弱紧性，该子列必在 𝐻2(𝑈 ) 中弱收敛到唯一的极
限 𝑢0. 据迹定理，法向导数算子 𝛾1(𝑤) = 𝜕𝑤

𝜕𝑁
|𝜕𝑈 是 𝐻2(𝑈 ) → 𝐻1∕2(𝜕𝑈 ) (改成𝐿2(𝜕𝑈 )也可以，如果你现在

没学过分数阶空间) 的连续线性映射，因而保弱收敛。由于所有的 𝑢𝜀𝑘 都满足
𝜕𝑢𝜀𝑘
𝜕𝑁

= 0，取弱极限必然推
导出在边界上几乎处处有

𝜕𝑢0
𝜕𝑁

= 0。但这与题设条件中“ 𝜕𝑢0
𝜕𝑁
在 𝜕𝑈 上不恒为零”矛盾！反证法成立，故

lim
𝜀→0+

‖𝑢𝜀‖𝐻2(𝑈 ) = +∞。

(4)现在仍然假设𝑓使得(1)中所得的𝑢0 ∈ 𝐻2(𝑈 )，而且极限函数还恰好满足 𝜕𝑢0
𝜕𝑁
在 𝜕𝑈 上恒为零。

(4a)设 𝑤𝜀 = 𝑢𝜀 − 𝑢0，则现在有𝑤𝜀 ∈ 𝐻2
0 (𝑈 )，作差得 𝜀Δ2𝑤𝜀 − Δ𝑤𝜀 = −𝜀Δ2𝑢0. 用 𝑤𝜀 测试并分部积分

（利用 𝑢0 ∈ 𝐻2）得到

𝜀 ∫𝑈
(Δ𝑤𝜀)2 d𝒙 + ∫𝑈

|∇𝑤𝜀|
2 d𝒙 = −𝜀 ∫𝑈

Δ𝑢0Δ𝑤𝜀 d𝒙 ⩽ 𝜀
2 ∫ (Δ𝑤𝜀)2 +

𝜀
2 ∫ (Δ𝑢0)

2.

吸收后得到 ∫𝑈 |∇𝑤𝜀|
2 d𝒙 ⩽ 𝜀

2‖Δ𝑢0‖
2
𝐿2 ⩽ 𝐶𝜀. 同时我们还得到‖Δ𝑤𝜀‖𝐿2 ⩽ ‖Δ𝑢0‖𝐿2 , 所以𝑤𝜀在𝐻2

0 (𝑈 )中弱收
敛。而刚刚又证明了𝐻1

0 (𝑈 )中的强极限是0，所以𝐻2
0 (𝑈 )中的弱极限也是0. 因此对任意给定的 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑈 )，

当 𝜀 → 0+ 时，必有 ∫𝑈 𝑔Δ𝑤𝜀 d𝒙 → 0.

接下来证明𝐻2(𝑈 )强收敛。仍然从能量估计可得0 ⩽ ‖Δ𝑤𝜀‖
2
𝐿2 ⩽ − ∫𝑈 Δ𝑢0Δ𝑤𝜀 d𝒙. 由𝐻2

0 (𝑈 )弱收敛以
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及Δ𝑢 ∈ 𝐿2(𝑈 )知，该不等式右边会趋于0，这就说明‖Δ𝑤𝜀‖𝐿2 → 0，而这又和‖𝑤𝜀‖𝐻2
0
是等价范数，所以得

到了想要的强收敛。

(4b) 进一步假设 𝑓 ∈ 𝐻1
0 (𝑈 )，此时 𝑢0 具有更高正则性：−Δ𝑢0 = 𝑓 ⟹ Δ2𝑢0 = −Δ𝑓 ∈ 𝐻−1. 令

𝑣𝜀 =
𝑤𝜀
𝜀

∈ 𝐻2
0 (𝑈 )，方程重写为 𝜀Δ2𝑣𝜀 − Δ𝑣𝜀 = Δ𝑓 . 乘 𝑣𝜀 并分部积分得到

𝜀 ∫𝑈
(Δ𝑣𝜀)2 d𝒙 + ∫𝑈

|∇𝑣𝜀|2 d𝒙 = − ∫𝑈
∇𝑓 ⋅ ∇𝑣𝜀 d𝒙 ⩽ ‖∇𝑓‖𝐿2‖∇𝑣𝜀‖𝐿2 .

于是‖∇𝑣𝜀‖𝐿2 ⩽ ‖∇𝑓‖𝐿2，进而有 𝜀‖Δ𝑣𝜀‖2𝐿2 ⩽ ‖∇𝑓‖2
𝐿2，代回𝑤𝜀 = 𝜀𝑣𝜀得 ‖Δ𝑤𝜀‖𝐿2 = 𝜀‖Δ𝑣𝜀‖𝐿2 ⩽

√

𝜀‖∇𝑓‖𝐿2。

由椭圆正则性就有 ‖𝑤𝜀‖𝐻2 ⩽ 𝐶‖Δ𝑤𝜀‖𝐿2 ⩽ 𝐶 ′′
√

𝜀。
(4c)结论：不存在这样的统一常数 𝑎 > 0。现在我们有𝑢0 ∈ 𝐻2

0 (𝑈 )，考查该空间上的两个双线性型

𝑎(𝑢, 𝑣) = ∫𝑈
Δ𝑢Δ𝑣 d𝒙, 𝑏(𝑢, 𝑣) = ∫𝑈

∇𝑢 ⋅ ∇𝑣 d𝒙.

由于𝐻2
0 (𝑈 )紧嵌入𝐻1

0 (𝑈 )，现在定义算子𝑇 ∶ 𝐻1
0 → 𝐻1

0为：给定ℎ ∈ 𝐻1
0，令𝑇ℎ ∈ 𝐻2

0是唯一满足下式的元

素

𝑎(𝑇ℎ, 𝑣) = 𝑏(ℎ, 𝑣), ∀𝑣 ∈ 𝐻2
0 ,

这可由Lax–Milgram定理保证。可以验证𝑇 ∶ 𝐻1
0 → 𝐻1

0是自伴的紧算子。那么现在由紧自伴算子的谱定理

知，存在一列函数 {𝜑𝑘} ⊂ 𝐻2
0 (𝑈 )和数列 0 < 𝜇1 ⩽ 𝜇2 ⩽ ⋯ → +∞满足

∫𝑈
Δ𝜑𝑘Δ𝑣 d𝒙 = 𝜇𝑘 ∫𝑈

∇𝜑𝑘 ⋅ ∇𝑣 d𝒙, ∀𝑣 ∈ 𝐻2
0 (𝑈 ).

且 ∫𝑈 ∇𝜑𝑗 ⋅ ∇𝜑𝑘 d𝒙 = 𝛿𝑘𝑗 . 于是 ∫𝑈 Δ𝜑𝑗Δ𝜑𝑘 d𝒙 = 𝜇𝑘𝛿𝑘𝑗 . 现在任何 𝑢0 ∈ 𝐻2
0可以写作

∑

𝑘 𝑐𝑘𝜑𝑘 的形式，且
∑

𝑘 𝜇𝑘𝑐
2
𝑘 < ∞.

记𝑓 = −Δ𝑢0 ∈ 𝐿2(𝑈 )，其中𝑢0是方程−Δ𝑢0 = 𝑓 in 𝑈 , 𝑢0|𝜕𝑈 = 0的弱解。接下来构造一个𝑢0使得不存
在统一的常数𝑎 > 0使得结论成立。我们取子列𝜇𝑘𝑗 ⩾ 𝑒𝑗2 , 并定义𝑐𝑘𝑗 = 1∕(𝑗√𝜇𝑘𝑗 ), 其它𝑐𝑘全设置为0，于

是
∑

𝑘 𝜇𝑘𝑐
2
𝑘 < ∞，这样构造的𝑢0满足题设。

现在取𝜀𝑗 = 1∕𝜇𝑘𝑗，于是 2𝜀𝑗𝜇𝑘𝑗 = 1 + 𝜀𝑗𝜇𝑘𝑗，进而（通过对𝑢𝜀在同一组基下展开计算可得）

‖Δ(𝑢𝜀𝑗 − 𝑢0)‖2𝐿2 ⩾ 𝜇𝑘𝑗

(

𝜀𝑗𝜇𝑘𝑗
1 + 𝜀𝑗𝜇𝑘𝑗

)2

𝑐2𝑘𝑗 =
1
4𝑗2

.

于是存在𝐶 > 0使得‖𝑢𝜀𝑗 − 𝑢0‖𝐻2 ⩾ 𝐶∕(2𝑗).
但另一方面𝜀𝑎𝑗 ⩽ 𝑒−𝑎𝑗2，于是对任意𝑎 > 0都有

‖𝑢𝜀𝑗 − 𝑢0‖𝐻2

𝜀𝑎𝑗
⩾ 𝐶𝑒𝑎𝑗

2∕(2𝑗) → +∞.
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这里也可以不用自伴紧算子的特征值理论做。定义函数类

𝐿2
0(𝑈 ) ∶= {𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈 ) ∣对应的 Poisson方程 − Δ𝑢0 = 𝑓 的弱解 𝑢0 ∈ 𝐻2

0 (𝑈 )}.

那么题给的𝑓必须落在这个空间里面。现在用反证法：假设存在常数 𝑎 > 0和不依赖于 𝜀的统一常数𝑀 >
0，使得对于所有 𝑓 ∈ 𝐿2

0(𝑈 )，均有‖𝑢𝜀 − 𝑢0‖𝐻2(𝑈 ) ⩽ 𝑀𝜀𝑎‖𝑓‖𝐿2(𝑈 ).
令误差 𝑤𝜀 = 𝑢𝜀 − 𝑢0 ∈ 𝐻2

0 (𝑈 )，则它满足如下弱形式

𝜀 ∫𝑈
Δ𝑤𝜀Δ𝑣 d𝒙 + ∫𝑈

∇𝑤𝜀 ⋅ ∇𝑣 d𝒙 = 𝜀 ∫𝑈
𝑓Δ𝑣 d𝒙, ∀𝑣 ∈ 𝐻2

0 (𝑈 ). (2)

现在我们构造特定的序列推翻该不等式。任选取不恒为零的光滑截断函数 𝜙 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝑈 )，构造高频序列

𝑢(𝑘)0 (𝒙) = 𝜙(𝒙) sin(𝑘𝑥1), 𝑘 ∈ ℕ+. 显然 𝑢(𝑘)0 ∈ 𝐶∞
𝑐 (𝑈 ) ⊂ 𝐻2

0 (𝑈 )。定义对应的 𝑓 (𝑘) = −Δ𝑢(𝑘)0 ∈ 𝐿2
0(𝑈 )，由于

𝑢(𝑘)0 ∈ 𝐻2
0 (𝑈 )，𝑓 (𝑘) ∈ 𝐿2

0(𝑈 )显然成立。直接求导计算得

∇𝑢(𝑘)0 = ∇𝜙 sin(𝑘𝑥1) + 𝑘𝜙 cos(𝑘𝑥1)𝒆1, 𝑓 (𝑘)(𝒙) = 𝑘2𝜙 sin(𝑘𝑥1) − 2𝑘𝜕1𝜙 cos(𝑘𝑥1) − Δ𝜙 sin(𝑘𝑥1).

计算其 𝐿2 范数的渐近行为（当 𝑘 → ∞时）

‖∇𝑢(𝑘)0 ‖

2
𝐿2 = 𝑘2 ∫𝑈

𝜙2 cos2(𝑘𝑥1) d𝒙 + 𝑂(𝑘) ⩽ 𝐶𝑘2, ‖𝑓 (𝑘)
‖

2
𝐿2 = 𝑘4 ∫𝑈

𝜙2 sin2(𝑘𝑥1) d𝒙 + 𝑂(𝑘3).

由于 ∫𝑈 𝜙2 sin2(𝑘𝑥1) d𝒙 = 1
2
∫𝑈 𝜙2 d𝒙− 1

2
∫𝑈 𝜙2 cos(2𝑘𝑥1) d𝒙 → 1

2‖𝜙‖
2
𝐿2 > 0，因此存在𝐾0 > 0以及常数 𝑐1 > 0，

当 𝑘 ⩾ 𝐾0 时有 ‖𝑓 (𝑘)
‖𝐿2 ⩾ 𝑐1𝑘2. 因此存在不依赖 𝑘的常数 𝐶 ′ > 0，使得对于所有 𝑘 ⩾ 𝐾0 成立

‖∇𝑢(𝑘)0 ‖𝐿2 ⩽ 𝐶 ′

𝑘
‖𝑓 (𝑘)

‖𝐿2 . (3)

接下来估计 𝑤(𝑘)
𝜀 ∶= 𝑢(𝑘)𝜀 − 𝑢(𝑘)0 . 在(2)中取测试函数 𝑣 = 𝑤(𝑘)

𝜀 ，能量估计可得

‖Δ𝑤(𝑘)
𝜀 ‖𝐿2 ⩽ ‖𝑓 (𝑘)

‖𝐿2 以及 ‖∇𝑤(𝑘)
𝜀 ‖

2
𝐿2 ⩽ 𝜀‖𝑓 (𝑘)

‖𝐿2‖Δ𝑤(𝑘)
𝜀 ‖𝐿2 ⩽ 𝜀‖𝑓 (𝑘)

‖

2
𝐿2 ,

进而

‖∇𝑤(𝑘)
𝜀 ‖𝐿2 ⩽

√

𝜀‖𝑓 (𝑘)
‖𝐿2 . (4)

现在我们通过弱形式(2)取极限得到矛盾。取测试函数 𝑣 = 𝑢(𝑘)0 ∈ 𝐻2
0 (𝑈 )，并代入 Δ𝑢(𝑘)0 = −𝑓 (𝑘) 化简得

到

−𝜀 ∫𝑈
Δ𝑤(𝑘)

𝜀 𝑓 (𝑘) d𝒙 + ∫𝑈
∇𝑤(𝑘)

𝜀 ⋅ ∇𝑢(𝑘)0 d𝒙 = −𝜀‖𝑓 (𝑘)
‖

2
𝐿2 .

代入(3)和(4)得到

𝜀‖𝑓 (𝑘)
‖

2
𝐿2 ⩽ 𝜀‖Δ𝑤(𝑘)

𝜀 ‖𝐿2‖𝑓 (𝑘)
‖𝐿2 +

(

√

𝜀‖𝑓 (𝑘)
‖𝐿2

)

(

𝐶3
𝑘
‖𝑓 (𝑘)

‖𝐿2

)

,
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即

1 ⩽
‖Δ𝑤(𝑘)

𝜀 ‖𝐿2

‖𝑓 (𝑘)
‖𝐿2

+
𝐶3

𝑘
√

𝜀
.

对任意给定的 𝜀 ∈ (0, 1)，我们都可以选取足够大的 𝑘，使得 𝐶 ′

𝑘
√

𝜀
⩽ 1

2，这迫使
‖Δ𝑤(𝑘)

𝜀 ‖𝐿2

‖𝑓 (𝑘)
‖𝐿2

⩾ 1
2，进而存在

常数 𝐶0 > 0，使得
‖𝑤(𝑘)

𝜀 ‖𝐻2(𝑈 )

‖𝑓 (𝑘)
‖𝐿2

⩾ 𝐶0
2 > 0. 现在得到

𝐶0
2
‖𝑓 (𝑘)

‖𝐿2 ⩽ ‖𝑤(𝑘)
𝜀 ‖𝐻2(𝑈 ) ⩽ 𝑀𝜀𝑎‖𝑓 (𝑘)

‖𝐿2 ⟹
𝐶0
2

⩽ 𝑀𝜀𝑎, ∀𝜀 ∈ (0, 1).

因为 𝐶0 > 0 是绝对正的常数，而 𝑎 > 0，当 𝜀 → 0+ 时，等式右端 𝑀𝜀𝑎 → 0，这导致了 𝐶0
2 ⩽ 0 的矛盾。

注记 1. 关于第二种方法的高频序列构造，这里我们从傅立叶分析的角度来解释一下动机（其实这和讲义

问题2.2.2的方法有点像）。为了直观，我们暂且忽略边界条件，假设在全空间 ℝ𝑑 中使用傅立叶变换（频率

变量记作 𝝃），于是极限方程为 |𝝃|2𝑢̂0 = 𝑓，摄动方程为 (𝜀|𝝃|4 + |𝝃|2)𝑢̂𝜀 = 𝑓 .

我们关心的是误差 𝑤𝜀 = 𝑢𝜀 − 𝑢0 的 𝐻2 范数。从频率空间角度看，我们需要估计

|𝝃|2𝑤̂𝜀 = |𝝃|2(𝑢̂𝜀 − 𝑢̂0) = |𝝃|2
(

1
𝜀|𝝃|4 + |𝝃|2

− 1
|𝝃|2

)

𝑓 = −
(

𝜀|𝝃|2

1 + 𝜀|𝝃|2

)

𝑓.

现在观察乘子𝑀(𝜀, 𝝃) = 𝜀|𝝃|2

1+𝜀|𝝃|2 .

• 低频情况：如果 𝑓 充分光滑，且其能量全集中在低频段（即 |𝝃| ⩽ 𝐾 且 𝐾 较小），那么 𝑀(𝜀, 𝝃) ≈
𝜀|𝝃|2 = 𝑂(𝜀)，此时误差收敛极快。

• 高频情况：如果我们强行把初值的频率支集限制在高频部分，使得 |𝝃|2 ∼ 1
𝜀
，此时乘子𝑀 ≈ 1

1+1 = 1
2，

这意味着在这个特定频率上误差完全没有衰减。

因此，要让 𝜀𝑎的一致估计成立，就必须要求对所有的 𝑓 ∈ 𝐿2，误差都能被 𝜀𝑎压住。但这显然是不可能的：
只要我们故意挑选 𝑓，让它的能量全部堆积在 |𝝃| ∼ 𝜀−1∕2 甚至更高的频段上，误差就会被“卡”在 𝑂(1)，
从而达不到 𝜀𝑎 的一致衰减率。
频率分析也解释了为什么 (4b)中条件加强为 𝑓 ∈ 𝐻1

0 后就能得到
√

𝜀收敛率。如果 𝑓 ∈ 𝐻1，意味着

我们多了一个 |𝝃|可以用。此时，新的乘子变为𝑀(𝜀, 𝝃) = 𝜀|𝝃|
1+𝜀|𝝃|2，而它具有完全不依赖 |𝝃|的一致上界，因

此只要 𝑓 ∈ 𝐻1，误差就肯定在 1
2

√

𝜀的界内。但在 (4c)中，条件退回 𝑓 ∈ 𝐿2，没有多余的 |𝝃|可以用来控
制 𝜀|𝝃|2

1+𝜀|𝝃|2 .

回到(4c)的构造，那么构造高频函数最自然的就是三角函数sin(𝑘𝑥1)，它对应的频率 |𝝃| = 𝑘. 又因为题

目要求了钳支边界条件 𝑢0 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑁

= 0，纯粹的 sin(𝑘𝑥1)不满足边界条件。所以我们乘一个截断函数 𝜙(𝒙)：只
要 𝑘足够大，导数项主要由 𝑘 cos(𝑘𝑥1)贡献，𝜙带来的干扰可忽略不计。


