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本次作业中的𝑈一律假设为边界光滑的有界区域，𝐿均为一致椭圆算子。
第1、2题为Lax-Milgram定理的应用，第3题为变分方法证明，第4题为预解式𝐿2估计，第5题

为(−Δ)特征值与区域大小关系的计算，第6题是极值原理的简单应用，第7题引进的“闸函数”是
控制椭圆方程解的边界梯度估计的重要工具，第8题在后面证明有界区域零边值热方程解的逐点
指数衰减起到至关重要作用，尤其是它给出了一个很重要的想法：与“特征函数”作比较。

作业题 1 (习题2.2.2). 函数 𝑢 ∈ 𝐻2
0 (𝑈 )是双调和方程

Δ2𝑢 = 𝑓 in 𝑈, 𝑢 = 𝜕𝑢
𝜕𝑁

= 0 on 𝜕𝑈

的弱解，是指对任意 𝑣 ∈ 𝐻2
0 (𝑈 )有∫𝑈 Δ𝑢Δ𝑣 d𝒙 = ∫𝑈 𝑓𝑣 d𝒙 成立。给定 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈 )，证明弱解的存

在性和唯一性。

作业题 2 (习题2.2.3). 我们称函数 𝑢 ∈ 𝐻1(𝑈 )是具有 Neumann边界条件的 Poisson方程的弱解

−Δ𝑢 = 𝑓 in 𝑈, 𝜕𝑢
𝜕𝑁

= 0 on 𝜕𝑈

是指对任意的𝑣 ∈ 𝐻1(𝑈 )有∫𝑈 ∇𝑢 ⋅ ∇𝑣 d𝒙 = ∫𝑈 𝑓𝑣 d𝒙成立。给定 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈 )，证明：如上方程存在
弱解当且仅当 ∫𝑈 𝑓 d𝒙 = 0.

作业题 3 (问题2.2.1). 考虑方程−𝜕𝑗(𝑎𝑖𝑗𝜕𝑖𝑢) = 𝑓 in 𝑈 , 𝑢 = 0 on 𝜕𝑈，其中𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈 ), 诸𝑎𝑖𝑗(𝒙)皆
为𝐿∞(𝑈 )函数且满足一致椭圆条件。令 𝐼[𝑤] ∶= ∫𝑈

1
2
𝑎𝑖𝑗𝜕𝑖𝑤𝜕𝑗𝑤 − 𝑓𝑤 d𝒙.

(1) 设 {𝑢𝑛} ⊂ 𝐻1
0 (𝑈 )在 𝐻1

0 (𝑈 )中弱收敛到 𝑢，证明 lim inf
𝑛→∞

𝐼[𝑢𝑛] ⩾ 𝐼[𝑢].
(2) 证明：存在常数 𝛼 > 0, 𝛽 ∈ ℝ使得 𝐼[𝑤] ⩾ 𝛼‖𝑤‖

2
𝐻1 − 𝛽 对任意的 𝑤 ∈ 𝐻1

0 (𝑈 )都成立。
(3) 令 𝑚 ∶= inf

𝑤∈𝐻1
0 (𝑈 )

𝐼[𝑤] < ∞，证明存在 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈 )使得 𝐼[𝑢] = 𝑚.

(4) 证明极小化子 𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈 ) 的唯一性。（提示：如果 𝑢1, 𝑢2 是两个不同的极小化子，那么考虑

𝑢̄ = (𝑢1 + 𝑢2)∕2并证明 𝐼[𝑢̄] < (𝐼[𝑢1] + 𝐼[𝑢2])∕2.)
(5) 证明极小化子 𝑢恰好是方程的弱解。
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作业题 4 (习题2.3.1). 令Σ是散度型椭圆算子𝐿的全体特征值构成的集合。给定实数 𝜆 ∉ Σ和函数
𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈 )，设 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (𝑈 )为方程 𝐿𝑢 = 𝜆𝑢 + 𝑓 in 𝑈 , 𝑢 = 0 on 𝜕𝑈 的弱解。证明：存在常数 𝐶 > 0
使得 ‖𝑢‖𝐿2(𝑈 ) ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐿2(𝑈 ).（提示：反证法，本题在Evans书上是以定理形式呈现。）

作业题 5 (习题2.4.3，选做). 考虑一族边界光滑的有界区域 𝑈 (𝜏) ⊂ ℝ𝑑，它光滑地依赖于参数

𝜏 ∈ ℝ。随着 𝜏 的变化，𝜕𝑈 (𝜏)上的每个点以速度 𝐯移动。对于每个 𝜏，我们考虑由

−Δ𝑤 = 𝜆𝑤 in 𝑈 (𝜏), 𝑤|𝜕𝑈 (𝜏) = 0

定义的特征值 𝜆 = 𝜆(𝜏)和相应的特征函数 𝑤 = 𝑤(𝒙; 𝜏)，并限制 ‖𝑤‖𝐿2(𝑈 (𝜏)) = 1. 设 𝜆,𝑤是 𝜏,𝒙的
光滑函数。证明：

d𝜆
d𝜏

= − ∫𝜕𝑈 (𝜏)

|

|

|

|

𝜕𝑤
𝜕𝑁

(𝒙; 𝜏)
|

|

|

|

2

(𝐯 ⋅𝑁) d𝑆𝒙

其中 𝐯 ⋅𝑁 是边界 𝜕𝑈 (𝜏)的法向速度。
提示：变分原理给出 𝜆(𝜏) = ∫𝑈 (𝜏) |∇𝑤(𝒙)|2 d𝒙，然后计算 𝜆′(𝜏)，剩下的就是证明 ∫𝑈 (𝜏) 𝜕𝜏|∇𝑤(𝒙; 𝜏)|2 =

2𝜆′(𝜏)，其中要利用 ‖𝑤‖𝐿2(𝑈 (𝜏)) ≡ 1来证明 d
d𝜏
‖𝑤‖

2
𝐿2(𝑈 (𝜏)) = 0.

作业题 6 (习题2.6.1). 设𝑢是方程−𝑎𝑖𝑗𝜕𝑖𝜕𝑗𝑢 = 0在𝑈内的光滑解，系数𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶1(𝑈 ). 证明：

max
𝑈

|∇𝑢| ⩽ 𝐶(max
𝜕𝑈

|∇𝑢| + max
𝜕𝑈

|𝑢|).

提示：令𝑣 = |∇𝑢|2 + 𝜆𝑢2,选取充分大的𝜆使得𝐿𝑣 ⩽ 0在𝑈中恒成立。

作业题 7 (习题2.6.2). 设𝑢是方程𝐿𝑢 ∶= −𝑎𝑖𝑗𝜕𝑖𝜕𝑗𝑢 = 𝑓 in 𝑈, 𝑢|𝜕Ω = 0的光滑解，其中𝑓有界。固
定𝒙0 ∈ 𝜕𝑈，我们称𝐶2函数𝑤是𝒙0处的闸闸闸函函函数数数 (barrier function)是指𝑤满足如下条件：

𝐿𝑤 ⩾ 1 in 𝑈, 𝑤(𝒙0) = 0, 𝑤 ⩾ 0 on 𝜕𝑈.

证明：若𝑤是𝒙0处的一个闸函数，则存在常数𝐶 > 0使得|∇𝑢(𝒙0)| ⩽ 𝐶|

𝜕𝑤
𝜕𝑁

(𝒙0)|.

作业题 8 (问题2.6.2). 设𝑈 ⊂ ℝ𝑑是边界光滑的有界区域，𝜆1 > 0是(−Δ)算子(带Dirichlet边值)的
主特征值，𝑤1 ∈ 𝐶∞(𝑈 )是对应𝜆1的特征函数。证明：任给𝑔 ∈ 𝐶1(𝑈 )并假设𝑔|𝜕𝑈 = 0，必存在常
数𝐴,𝐵，使得𝐴𝑤1(𝒙) ⩽ 𝑔(𝒙) ⩽ 𝐵𝑤1(𝒙)对任意𝒙 ∈ 𝑈成立。

提示：思考如何用Hopf引理。


