
2026年春季学期现代偏微分方程作业一

Sobolev空间

截止时间：2026.3.24下课前（电子版截至当天23:59:59）

第1-5题为Sobolev函数光滑逼近相关，第6-11题为Sobolev嵌入定理相关。其中第5、8题选做。

作业题 1. 设𝑓 ∈ 𝐻1(ℝ𝑑). 定义光滑逼近 𝑓𝜀 ∶= 𝜂𝜀 ∗ 𝑓，其中 𝜂𝜀 是附录B.2定义的磨光核（亦见
Evans PDE附录 C.5节）。证明如下结论：

(1) ‖𝑓𝜀‖𝐻1 ⩽ ‖𝑓‖𝐻1 ,存在不依赖𝜀的常数 𝐶 > 0使得 ‖𝑓𝜀‖𝐻2 ⩽ 𝐶𝜀−1‖𝑓‖𝐻1 .
(2) 存在不依赖𝜀的常数 𝐶 > 0使得 ‖𝑓𝜀 − 𝑓‖𝐿2 ⩽ 𝐶𝜀‖𝑓‖𝐻1 .
(3) 当 𝜀 → 0+ 时，是否一定成立 𝜀−1‖𝑓𝜀 − 𝑓‖𝐿2 → 0？证明你的结论。
(4) 𝐶∞

𝑐 (ℝ𝑑)在 𝐻1(ℝ𝑑)中是稠密的。

提示：(3)注意磨光核 𝜂 本身是径向对称函数，(4)先作截断再磨光。

作业题 2 (习题1.2.3). 证明讲义上的命题1.2.4(2). 即设1 ⩽ 𝑝 < ∞, 𝑓 ∈ 𝑊 1,𝑝(𝑈 ), 𝐹 ∈ 𝐶1(ℝ),
𝐹 ′ ∈ 𝐿∞(ℝ), 𝐹 (0) = 0,则 𝐹 (𝑓 ) ∈ 𝑊 1,𝑝(𝑈 ),且 𝜕𝑖(𝐹 (𝑓 )) = 𝐹 ′(𝑓 )𝜕𝑖𝑓对𝑖 = 1,⋯ , 𝑑在 𝑈 中几乎处处成
立。若𝑈在ℝ𝑑中的Lebesgue测度有限，则𝐹 (0) = 0不是必要的。

作业题 3 (习题1.2.4). 证明‖∇𝑢‖2
𝐿2(𝑈 ) ⩽ 𝐶‖𝑢‖𝐿2(𝑈 )‖∇2𝑢‖𝐿2(𝑈 )对任何 𝑢 ∈ 𝐶∞

𝑐 (𝑈 )成立，其中 ‖∇2𝑢‖2
𝐿2(𝑈 ) =

∫𝑈
𝑑
∑

𝑖,𝑗=1
(𝜕𝑖𝜕𝑗𝑢)2 d𝒙. 然后推广到 𝑢 ∈ 𝐻1

0 (𝑈 ) ∩𝐻2(𝑈 )，这里需假设 𝑈 有界且 𝜕𝑈 光滑。

作业题 4 (习题1.2.6). 设 𝑈 ⊂ ℝ𝑑 是连连连通通通开集且 𝑓 ∈ 𝑊 1,𝑝(𝑈 )满足 ∇𝑓 = 𝟎在 𝑈 中几乎处处成立。
证明：𝑓 几乎处处等于一个常值函数。

提示：本题不不不能能能使使使用用用Poincaré不不不等等等式式式来证明，因为该题结论在Poincaré不等式的证明中要用
到。在 𝑉 ⋐ 𝑈 （比如说可以取成一个球）中考虑 𝑓𝜀 ∶= 𝜂𝜀 ∗ 𝑓，并证明对充分小的 𝜀 > 0，
𝑓𝜀 = 𝐶𝜀 在 𝑉 中几乎处处成立。然后使用定理 C.2.1 来证明 ‖𝑓𝜀‖𝐿𝑝 关于 𝜀 一致有界，因此 {𝐶𝜀}
也一致有界，进而{𝑓𝜀} 的一个子列收敛到某个常数𝐶。最后证明 {𝒙 ∈ 𝑈 ∶ ∃𝑟 > 0使得 𝐵(𝒙, 𝑟) ⊂
𝑈 且 𝑓 = 𝐶 几乎处处在 𝐵(𝒙, 𝑟)中成立}在 𝑈 中既开又闭。

作业题 5 (习题1.3.3，选做). 设𝑓 ∈ 𝐻1
0 (ℝ

𝑑
+) ∩𝐻2(ℝ𝑑

+). 证明：对任意1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑑 − 1, 偏导数𝜕𝑥𝑖𝑓也
属于𝐻1

0 (ℝ
𝑑
+).

1



2

作业题 6 (习题1.4.3). 设 𝑈 ⊂ ℝ𝑑 是有界区域，函数 𝑢 ∈ 𝐻1(𝑈 ) 满足：存在𝛼 ∈ (0, 1)使得集合
𝑍 ∶= {𝒙 ∈ 𝑈 |𝑢(𝒙) = 0}满足 𝑑(𝑍) ⩾ 𝛼𝑑(𝑈 ). 证明：存在仅依赖于 𝑑, 𝛼 的常数 𝐶 > 0，使得

∫𝑈
𝑢2 d𝒙 ⩽ 𝐶 ∫𝑈

|∇𝑢|2 d𝒙.

提示：在 𝑈∖𝑍 中，将 𝑢2 写为 (𝑢 − (𝑢)𝑈 + (𝑢)𝑈 )2 并对 (𝑢 − (𝑢)𝑈 )2 应用 Poincaré 不等式。(𝑢)2𝑈
的贡献将被所需不等式的左边吸收，这是因为 𝑈∖𝑍 的测度严格小于 𝑈 的测度。我我我在在在知知知乎乎乎和和和个个个人人人
主主主页页页上上上写写写的的的答答答案案案里里里这这这道道道题题题的的的证证证明明明有有有点点点问问问题题题，，，请请请不不不要要要去去去抄抄抄。。。

作业题 7 (习题1.4.7). 设 𝑈 ⊂ ℝ𝑑 是边界光滑的有界区域。证明：𝐻2(𝑈 ) 紧嵌入到 𝐻1(𝑈 )，且对
任意 𝜀 > 0存在常数 𝐶𝜀 > 0使得

‖∇𝑢‖𝐿2(𝑈 ) ⩽ 𝜀‖𝑢‖𝐻2(𝑈 ) + 𝐶𝜀‖𝑢‖𝐿2(𝑈 ), ∀𝑢 ∈ 𝐻2(𝑈 ).

作业题 8 (问题1.4.1，选做). 设𝑈 ⊂ ℝ𝑑 是边界光滑的有界区域，开球𝐵 ⋐ 𝑈 . 对𝜀 ∈ (0, 1)设𝑢𝜀是如
下方程的光滑解

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

−Δ𝑢𝜀 + 𝜀−1(𝑢𝜀 − 𝑓 )𝟏𝐵 = 0 in 𝑈,

𝑢𝜀 = 0 on 𝜕𝑈,
(0.1)

其中 𝑓 ∈ 𝐻1
0 (𝑈 )是给定的函数。证明：‖∇𝑢𝜀‖𝐿2(𝑈 ) 关于 𝜀一致有界，且 𝑢𝜀

𝐿2(𝐵)
←←←←←←←←←←←←←←←←←←←→ 𝑓 .

作业题 9 (问题1.4.4，Strauss径向引理). 设𝑑 ⩾ 2, 𝑢 ∈ 𝐻1
rad(ℝ

𝑑) (即𝑢 ∈ 𝐻1(ℝ𝑑)是径向函数，𝑢(𝒙)取
值只依赖𝑟 ∶= |𝒙|). 本题可默认𝐶∞

𝑐 (ℝ𝑑)在 𝐻1
rad(ℝ

𝑑)中是稠密的，进而你可以直接对 𝐶∞
𝑐 径向函数

证明。

(1) 利用微积分基本定理和𝑢(∞) = 0证明：|𝑢(𝑟)|2 ⩽ 2𝑟1−𝑑 ∫∞𝑟 |𝑢(𝑠)||𝑢′(𝑠)|𝑠𝑑−1 d𝑠.
(2) 证明：|𝑢(𝑟)| ⩽ 𝐶𝑟−(𝑑−1)∕2‖𝑢‖1∕2

𝐿2(ℝ𝑑 )‖∇𝑢‖
1∕2
𝐿2(ℝ𝑑 ).

提示：对(1)右边的积分用Cauchy-Schwarz不等式，再用积分的极坐标表示凑出 𝑢和 ∇𝑢的 𝐿2

范数。

作业题 10 (问题1.4.5). 设𝑑 ⩾ 2, 2 < 𝑞 < 2∗ ∶= 2𝑑
𝑑−2

,证明：𝐻1
rad(ℝ

𝑑) ↪ 𝐿𝑞(ℝ𝑑)是紧嵌入。
提示：在|𝒙| = 𝑅处作截断，当|𝒙| > 𝑅时用Strauss径向引理，当|𝒙| ⩽ 𝑅时已经有紧性。

作业题 11 (习题1.5.1). 设𝑈 ⊂ ℝ𝑑 是边界Lipschitz的有界开集，正整数𝑘 > 𝑑
2
. 证明：存在依赖于

𝑘, 𝑑, 𝑈 的常数 𝐶 > 0，使得对任意𝑓, 𝑔 ∈ 𝐻𝑘(𝑈 )成立如下不等式

‖𝑓𝑔‖𝐻𝑘(𝑈 ) ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝐻𝑘(𝑈 )‖𝑔‖𝐻𝑘(𝑈 ).


