
2026年秋季学期偏微分方程作业一

传输方程、波动方程

截止时间：2026年11月23日下课前（电子版截至当天23:59:59）

第4、9题选做，其它必做。禁止抄袭或使用AI直接生成答案PDF，被抓到者此次作业零分。
A组：交流生、高年级同学以及25级学号 ⩽ PB25000295的同学把作业交给韦晏洲助教。
B组：25级学号 ⩾ PB25000304的同学把作业交给胡博睿助教。

作业题 1 (习题1.1.2). 解方程𝑥𝜕𝑡𝑢 + 𝑡𝜕𝑥𝑢 = 0 (𝑡, 𝑥 ∈ ℝ), 𝑢(0, 𝑥) = 𝑒−𝑥2 . 并说明𝑡𝑂𝑥平面中哪些部分
的解由初值唯一确定？

作业题 2 (习题1.1.3). 考虑方程3𝑢𝑦 + 𝑢𝑥𝑦 = 0.

(1) 计算方程的通解. （提示: 令𝑣 = 𝜕𝑦𝑢.）
(2) 若假设𝑢(𝑥, 0) = 𝑒−3𝑥, 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0,方程的解是否存在？是否唯一？

作业题 3 (习题1.1.5). 对无粘Burgers方程 𝜕𝑡𝑢 + 𝑢𝜕𝑥𝑢 = 0 (𝑡 > 0, 𝑥 ∈ ℝ), 𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥) (𝑥 ∈ ℝ),若初
值𝜑 ∈ 𝐶1满足𝜑′ ⩾ −𝐶对某个常数𝐶 > 0恒成立.证明: 该方程在区域[0, 1∕𝐶) ×ℝ有𝐶1解,并满足对
任意的𝑡 ∈ [0, 1∕𝐶), 𝑥 ∈ ℝ都有

𝜕𝑥𝑢(𝑡, 𝑥) ⩾
1

𝑡 − 𝐶−1

恒成立.
提示：考虑𝑣 = 𝜕𝑥𝑢满足的方程，并计算沿着𝑢的特征线上𝑣的方程会变成怎样的常微分方程。

作业题 4 (习题1.2.2，选做). 设𝜅 ∈ ℝ，𝜑 ∈ 𝐶1([0, 1])满足相容条件 𝜑(0) = 𝜅𝜑(1), 𝜑′(0) = 𝜅𝜑′(1).
考虑初边值问题

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

𝑢𝑡 + 𝑢𝑥 = 0, 𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 1,

𝑢(𝑡, 0) = 𝜅𝑢(𝑡, 1), 𝑡 ⩾ 0,

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥), 0 ⩽ 𝑥 ⩽ 1.

(1) 求出该问题的唯一𝐶1解，并证明对任意非负整数𝑛和任意𝑥 ∈ [0, 1]有𝑢(𝑛, 𝑥) = 𝜅𝑛𝜑(𝑥).

(2) 定义 𝐸(𝑡) = 1
2
∫ 10 𝑢(𝑡, 𝑥)

2 d𝑥，证明 𝐸′(𝑡) = 𝜅2 − 1
2

𝑢(𝑡, 1)2.
(3) 分别讨论 |𝜅| < 1, |𝜅| = 1, |𝜅| > 1时非零解的长时间行为，并证明当|𝜅| < 1时解指数衰减。
还要单独说明𝜅 = 0时的情形。
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作业题 5 (习题2.1.2). 考虑方程 20𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑡𝑥 − 𝑢𝑥𝑥 = 0 (𝑡 > 0, 𝑥 ∈ ℝ).

(1) 计算通解。（提示：因式分解方程左边的微分算子）
(2) 假设初值是 𝑢(0, 𝑥) = 𝑥, 𝜕𝑡𝑢(0, 𝑥) = 𝑒−𝑥 + 1

4
,计算方程的解𝑢(𝑡, 𝑥).

作业题 6 (习题2.1.3). 设常数 𝑐 > 0，证明一维波动方程 𝜕2𝑡 𝑢 − 𝑐
2𝜕2𝑥𝑢 = 0的解一定可以写为 𝐹 (𝑥 −

𝑐𝑡) + 𝐺(𝑥 + 𝑐𝑡)这种两个相反方向行波叠加的形式。（提示：作变量替换 𝜉 = 𝑥 + 𝑐𝑡, 𝜂 = 𝑥 − 𝑐𝑡。）

作业题 7 (习题2.1.5). 考虑一维波方程的初值问题

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑢𝑡𝑡 − 𝑐2𝑢𝑥𝑥 = 0 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ ℝ

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥), 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 𝜓(𝑥) 𝑡 = 0, 𝑥 ∈ ℝ,

其中 𝑐 > 0是给定的常数, 𝜑,𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (ℝ). 定义

𝐾(𝑡) ∶= 1
2 ∫ℝ

|𝜕𝑡𝑢(𝑡, 𝑥)|2 d𝑥, 𝑃 (𝑡) ∶=
𝑐2

2 ∫ℝ
|𝜕𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)|2 d𝑥.

证明：

(1) 𝐾(𝑡) + 𝑃 (𝑡)是守恒量，并据此证明方程平方可积解的唯一性。
(2) 当𝑡充分大时，有𝐾(𝑡) = 𝑃 (𝑡). （提示：使用达朗贝尔公式）

本题中的记号𝐶∞
𝑐 (ℝ)是指全体具有紧支集的光滑函数，即𝐶∞

𝑐 (ℝ) ∶= {𝑓 ∈ 𝐶∞(ℝ) ∶ Spt 𝑓是紧集},
其中Spt 𝑓 ∶= {𝑓 (𝒙) ≠ 0}.

作业题 8 (习题2.2.2). 将定理 2.2.5里面的维数改成𝑑 = 2,并不妨设𝜑 = 0，证明方程的解在𝑡充分
大时具有衰减估计

|𝑢(𝑡,𝒙)| ⩽ 𝐶𝑅𝑡
−1∕2max

ℝ2
|𝜓|. (0.1)

其中常数𝐶𝑅 > 0依赖于𝑅, 𝑐.
提示：在泊松公式中令𝑟 = |𝒚 − 𝒙|, 然后讨论𝐵(𝒙, 𝑐𝑡)是否完全包含𝐵(𝟎, 𝑅). 若是，则此时𝑟 ⩽

|𝒙| + 𝑅 ⩽ 𝑐𝑡, 实际的积分区域就是𝐵(𝟎, 𝑅). 若否，则𝑐𝑡 < |𝒙| + 𝑅, 此时需要利用极坐标去具体
估算𝜕𝐵(0, 𝑅) ∩ 𝐵(𝒙, 𝑐𝑡)的弧长，并注意到𝑡充分大时，𝑟和𝑐𝑡的大小是近乎同阶的，利用该事实放
缩Poisson公式中的分母。

作业题 9 (问题2.2.1，选做). 考虑二维波动方程的初值问题

𝜕2𝑡 𝑢 − Δ𝑢 = 0 (𝑡 > 0,𝒙 ∈ ℝ2), 𝑢(0,𝒙) = 0, 𝜕𝑡𝑢(0,𝒙) = 𝜓(𝒙) (𝒙 ∈ ℝ𝑑).
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其中初值𝜓 ∈ 𝐶∞
𝑐 (ℝ2).

(1) 用积分的极坐标表示证明

𝑢(𝑡,𝒙) = 1
2𝜋 ∫

𝑡

0

𝑟
√

𝑡2 − 𝑟2 ∫𝜕𝐵(𝟎,1)
𝜓(𝒙 + 𝑟𝒛) d𝑆𝒛 d𝑟.

(2) 证明: 存在常数𝐶 > 0（不依赖𝜓），使得如下估计成立

|𝑢(𝑡,𝒙)| ⩽ 𝐶
√

𝑡

(

∫ℝ2
|𝜓(𝒚)| d𝒚 + ∫ℝ2

|∇𝜓(𝒚)| d𝒚
)

.

(2)的提示：把(1)右边的积分∫ 𝑡0拆成∫ 𝑡−𝜀0 + ∫ 𝑡𝑡−𝜀. 第二部分的估计和三维情况类似。对第一部分，
把𝑟 ⩽ 𝑡 − 𝜀带进(1)中的分母，然后取𝜀 > 0充分小去得到要证的结果。

作业题 10 (习题2.3.3). 证明：对任意常数𝐷 ∈ ℝ, 如下方程至多只有一个光滑解 𝑢 ∈ 𝐶∞([0, 𝑇 ] ×
[0, 1]).

⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

𝜕2𝑡 𝑢 +𝐷𝜕𝑡𝑢 − 𝜕
2
𝑥𝑢 = 0 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑥 ∈ (0, 1)

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥), 𝜕𝑡𝑢(0, 𝑥) = 𝜓(𝑥) 𝑥 ∈ [0, 1]

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 1) = 0 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(0.2)


