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作业题 1 (习题4.1.1). 判断如下方程的奇点 (0, 0)是什么类型，说明其稳定性，并作该奇点附近的
相图。

(1) 𝑥′ = 4𝑦 − 𝑥, 𝑦′ = −9𝑥 + 𝑦.
(2) 𝑥′ = 𝑥 + 2𝑦, 𝑦′ = 5𝑦 − 2𝑥.
(3) 𝑥′ = 2𝑥 + 𝑦, 𝑦′ = 𝑥 + 2𝑦.

作业题 2 (习题4.1.2). 设 𝑥, 𝑡 均为标量，𝑎为连续函数，求方程 𝑥′(𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑥(𝑡) 的零解稳定及渐近
稳定的充要条件。本题默认从 𝑡 = 0开始进行时间正向演化。

作业题 3 (习题4.2.1). 判断如下方程的奇点 (0, 0)是什么类型，说明其稳定性。

(2) 𝑥′ = 𝑥 + 2𝑦, 𝑦′ = 5𝑦 − 2𝑥 + 𝑥3.
(3) 𝑥′ = 2𝑥 + 4𝑦 + sin 𝑦, 𝑦′ = 𝑥 + 𝑦 + 𝑒𝑦 − 1.

作业题 4 (习题4.2.3，2025期末第4题). 求 𝑥′(𝑡) = 2𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡)2 − 𝑦(𝑡)的所有平衡点，并
判断其稳定性，作出平平平衡衡衡点点点附附附近近近的的的相图草图。

作业题 5 (习题4.3.1的改编). 设 𝑔 ∈ 𝐶1(ℝ),且 𝑥 ≠ 0时 𝑥𝑔(𝑥) > 0.

(1) 证明: 方程 𝑥′′(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) = 0的零解是稳定但不渐近稳定的。
(2) 设再有 𝑔′(0) > 0。今对 𝜀 ∈ (0, 1) 考虑𝜀𝑥′′(𝑡) + 𝑥′(𝑡) + 𝑔(𝑥(𝑡)) = 0. 证明：对任意固定的

𝜀 ∈ (0, 1)，该系统的零解是渐近稳定的。
(3) 若去掉 (2)中的 𝑔′(0) > 0，则 (2)的结论是否还成立？证明你的结论。
(4) 取 𝑔(𝑥) = 𝑥。对 0 < 𝜀 < 1

4
，设 𝑥𝜀(𝑡)是初值问题 𝜀𝑥′′

𝜀 + 𝑥′
𝜀 + 𝑥𝜀 = 0, 𝑥𝜀(0) = 𝑎, 𝑥′

𝜀(0) = 𝑏的解，
其中 𝑎, 𝑏与 𝜀无关。又设 𝑋(𝑡)满足 𝑋′ +𝑋 = 0, 𝑋(0) = 𝑎.证明：对任意 𝑇 > 0，当 𝜀 → 0+

时，𝑥𝜀 在 [0, 𝑇 ] 上一致收敛于 𝑋。并问：当 𝑎, 𝑏 满足什么条件时，𝑥′
𝜀 也在 [0, 𝑇 ] 上一致收

敛于 𝑋′？

提示：本题将二阶方程看成关于 (𝑥(𝑡), 𝑥′(𝑡))的一阶线性方程组，注意 𝑥𝜀(𝑡)可以显式求解。
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作业题 6 (2016期末第3题). 研究方程组 𝑥′ = 𝑦, 𝑦′ = −𝑦2 − sin 𝑥 的平衡点 (0, 0) 和 (𝜋, 0) 的稳定
性。（提示：对前者，有一种可能比较方便的证法：令 𝑣 = 𝑦2，然后去计算 𝑣关于 𝑥的方程。）

作业题 7 (2024管院期末第5题). 讨论平面系统 𝑥̇ = −2(𝑦3 + 𝑥5), 𝑦̇ = 𝑥 − 𝑦3 零解的稳定性.（提示：
构造 Lyapunov函数时 𝑥, 𝑦的幂次不相等）

作业题 8 (2025期末第5题). 讨论方程组 𝑥′ = −(𝑥 + 𝑦), 𝑦′ = 𝑥(1 − 𝑧) − 𝑦, 𝑧′ = 𝑥𝑦 − 𝛽𝑧 零解的
Lyapunov正向稳定性以及渐近稳定性，其中常数 𝛽 ⩾ 0.


