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参考答案

作业题 1

解题思路

计算 τ = TrA、∆ = detA 与 D = τ2 − 4∆，按初等奇点分类定理判断类型；再求必要的特征方

向并画出相图。

解.

(1)

A =

(
−1 4

−9 1

)
, τ = 0, ∆ = 35, D = −140 < 0.

因 ∆ > 0 且 τ = 0，原点为中心，稳定但不渐近稳定。事实上

H(x, y) = 9x2 − 2xy + 4y2, Ḣ = 0,

故附近轨线为椭圆；在点 (1, 0) 处向量场指向左下方，旋转方向为顺时针。

(2)

A =

(
1 2

−2 5

)
, τ = 6, ∆ = 9, D = 0, A ̸= 3I.

故原点为不稳定单向结点。又

ker(A− 3I) = span{(1, 1)T}.

因此唯一特征方向为 y = x，其余轨线靠近原点时均与该方向相切。

(3)

A =

(
2 1

1 2

)
, τ = 4, ∆ = 3, D = 4 > 0.

故原点为不稳定双向结点。两个特征值及相应特征向量为

λ1 = 3, v1 = (1, 1)T, λ2 = 1, v2 = (1,−1)T.

两条直线 y = x 与 y = −x 均为轨线，其余轨线靠近原点时与 y = −x 相切。

x

y

(1) 稳定中心

x

y y = x

(2) 不稳定单向结点

x

y

(3) 不稳定双向结点
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作业题 2

解题思路

先写出显式解，将稳定性和渐近稳定性分别化为指数因子有界与趋于零。

解. 记
A(t) =

∫ t

0
a(s) ds, x(t) = x(0)eA(t).

因此零解稳定的充要条件为

sup
t≥0

∫ t

0
a(s) ds < +∞.

事实上，若上确界为 M，取 δ = εe−M 即可；反之，由稳定性对某个固定的 ε > 0 取相应 δ，代入

0 < |x(0)| < δ 即得 A(t) 一致有上界。

零解渐近稳定的充要条件为 ∫ t

0
a(s) ds −→ −∞ (t → ∞).

该条件使 eA(t) → 0，并自动保证 A(t) 有上界；必要性则由任取 x(0) ̸= 0 时 x(t) → 0 得到。

作业题 3

解题思路

写出原点附近的一次项系数矩阵，计算其迹与行列式，并按初等奇点分类定理判断类型；稳定性

再由相图方向得到。

解.

(2) 线性化矩阵为

A =

(
1 2

−2 5

)
, τ = 6, ∆ = 9, D = τ2 − 4∆ = 0.

又 A ̸= 3I，由初等奇点分类定理，(0, 0) 为单向结点。因 τ > 0，相图中的非零轨线沿时间正向

离开原点，故它是不稳定单向结点。

(3) 线性化矩阵为

A =

(
2 5

1 2

)
, τ = 4, ∆ = −1 < 0.

由初等奇点分类定理，(0, 0) 为鞍点。相图中存在沿时间正向离开原点的轨线，故它不稳定。为
画出相图，求得稳定、非稳定特征方向分别为

y = − x√
5
, y =

x√
5
.
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作业题 4

解题思路

先求平衡点，并写出各点附近的一次项系数矩阵；对非原点平衡点先作平移，再由初等奇点分类

定理判断相图类型。

解. 平衡点满足
2y = 0, x− x2 − y = 0,

故共有 (0, 0) 与 (1, 0) 两个平衡点。

在 (0, 0) 附近，方程写为 (
x′

y′

)
=

(
0 2

1 −1

)
︸ ︷︷ ︸

A0

(
x

y

)
+

(
0

−x2

)
.

这里

τ0 = −1, ∆0 = −2 < 0.

由初等奇点分类定理，(0, 0) 为鞍点。相图中存在沿时间正向离开原点的轨线，故其不稳定。线性部
分的非稳定、稳定特征方向分别为

y =
1

2
x, y = −x.

在 (1, 0) 附近，令

u = x− 1, v = y.

则

u′ = 2v, v′ = (u+ 1)− (u+ 1)2 − v = −u− u2 − v,

即 (
u′

v′

)
=

(
0 2

−1 −1

)
︸ ︷︷ ︸

A1

(
u

v

)
+

(
0

−u2

)
.

此时

τ1 = −1, ∆1 = 2, D1 = τ21 − 4∆1 = −7 < 0.

故平移后的原点为稳定焦点，即原方程的 (1, 0) 为渐近稳定焦点。又在 u > 0, v = 0 处有 v′ =

−u− u2 < 0，所以轨线顺时针旋入。

x

y

y = x/2

y = −x

(0, 0) 附近：鞍点

u = x− 1

y

(1, 0) 附近：顺时针稳定焦点
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作业题 5

解题思路

(1) 用守恒能量；(2) 在 g′(0) > 0 下直接线性化；(3) 加入交叉项构造导数负定的 Lyapunov 函数；
(4) 分离慢、快两个指数模态。

解. 由连续性及 xg(x) > 0 可知 g(0) = 0。记

G(x) =

∫ x

0
g(s) ds,

则 G(0) = 0，且 x ̸= 0 时 G(x) > 0。

(1) 令 y = x′，取

V (x, y) =
1

2
y2 +G(x).

沿方程的解有

V̇ = y(−g(x)) + g(x)y = 0.

因而零解稳定。若某个非零解趋于原点，则其正的能量常数应趋于 0，矛盾，故零解不渐近稳定。

(2) 方程化为
x′ = y, y′ = −1

ε
y − 1

ε
g(x).

原点处的一次项系数矩阵为

Aε =

 0 1

−g′(0)

ε
−1

ε

 , trAε = −1

ε
< 0, detAε =

g′(0)

ε
> 0.

由初等奇点分类定理，线性系统的原点为稳定结点或稳定焦点；又因行列式非零，原点是双曲平

衡点。因此对每个固定的 ε ∈ (0, 1)，原方程的零解渐近稳定。

(3) 结论仍成立。取
V (x, y) =

1

4

(
x2 + 2εxy + 2εy2

)
+G(x).

二次型对应的矩阵为 (
1 ε

ε 2ε

)
, det = ε(2− ε) > 0,

故 V 正定。沿方程的解，

V̇ =
(x
2
+

εy

2
+ g(x)

)
y +

(εx
2

+ εy
) −y − g(x)

ε

= −1

2
xg(x)− 2− ε

2
y2 < 0 ((x, y) ̸= (0, 0)).

因此由 Lyapunov 稳定性定理，零解渐近稳定。

Remark. 也可取自然能量

W (x, y) = G(x) +
ε

2
y2, Ẇ = −y2 ≤ 0.

在 {Ẇ = 0} = {y = 0} 中，轨道要始终停留其中还须 y′ = −g(x)/ε = 0，故最大不变集只有原

点。取充分小的紧正向不变子水平集后，由 LaSalle 不变性原理亦得零解渐近稳定。
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(4) 令

λε =
1−

√
1− 4ε

2ε
=

2

1 +
√
1− 4ε

, µε =
1 +

√
1− 4ε

2ε
.

则 λε → 1，µε → ∞，且
xε(t) = Aεe

−λεt +Bεe
−µεt,

其中

Aε =
b+ aµε

µε − λε
−→ a, Bε = − b+ aλε

µε − λε
−→ 0.

又 X(t) = ae−t，故对任意 T > 0，

sup
0≤t≤T

|xε(t)−X(t)| ≤ |Aε − a|+ |a| sup
0≤t≤T

|e−λεt − e−t|+ |Bε| −→ 0.

若 x′ε 在 [0, T ] 上一致收敛于 X ′，在 t = 0 处必有

b = X ′(0) = −a.

反之，当 b = −a 时，

x′ε(t) = −λεAεe
−λεt +

µεa(λε − 1)

µε − λε
e−µεt.

第二项在 [0, T ] 上一致趋于 0，第一项一致趋于 −ae−t。因此

x′ε → X ′ 在[0, T ] 上一致成立 ⇐⇒ b = −a.

作业题 6

解题思路

在 (0, 0) 附近令 v = y2，先解出 v 关于 x 的表达式；再分别用 Lyapunov 函数和相轨线的渐近形
状判断原点的性质。在 (π, 0) 处先平移，再使用初等奇点分类定理。

解. 当 y ̸= 0 时，
dv
dx = 2y

dy
dx = −2v − 2 sinx.

解得

v(x) = Ce−2x +
2

5
cosx− 4

5
sinx.

因此相轨线满足

y2 = Ce−2x +
2

5
cosx− 4

5
sinx.

方法一：Lyapunov 函数法. 取

V (x, y) = e2x
(
y2 − 2

5
cosx+

4

5
sinx

)
+

2

5

= e2xy2 + 2

∫ x

0
e2s sin s ds.

当 (x, y) 充分接近原点时，V 正定。沿系统的解，

V̇ = 2e2xy3 + 2e2xy(−y2 − sinx) + 2e2xy sinx = 0.

故 (0, 0) 稳定。若某条非平凡轨线趋于原点，则沿该轨线恒为正常数的 V 应趋于 V (0, 0) = 0，矛盾。

因此 (0, 0) 不是渐近稳定的。
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Remark. 由上面解出的相轨线方程，

C = e2x
(
y2 − 2

5
cosx+

4

5
sinx

)
,

故 V = C + 2
5。因此这一 Lyapunov 函数本质上来自系统的首次积分。

方法二：直接分析相轨线. 若轨线经过 (x0, y0)，则

C = e2x0

(
y20 −

2

5
cosx0 +

4

5
sinx0

)
= −2

5
+ x20 + y20 + o(x20 + y20).

令 C = −2
5 + ρ。由于 C 沿轨线保持不变，对同一条轨线上的任意 (x, y)，在原点附近作 Taylor 展开

可得

ρ = e2x
(
y2 − 2

5
cosx+

4

5
sinx

)
+

2

5
= x2 + y2 + o(x2 + y2).

因此充分小的正等值线是圆 x2 + y2 = ρ 的小扰动，构成围绕原点的简单闭曲线，并随 ρ → 0+ 收

缩到原点。该闭曲线上没有平衡点，向量场又处处与等值线相切，故它本身就是一条周期轨道。于是

(0, 0) 为稳定中心，但不渐近稳定。

在 (π, 0) 附近，令

ξ = x− π, η = y.

则

ξ′ = η, η′ = −η2 − sin(π + ξ) = sin ξ − η2 = ξ +O(ξ3 + η2).

一次项系数矩阵为

Aπ =

(
0 1

1 0

)
, τπ = 0, ∆π = −1 < 0.

由初等奇点分类定理，平移后的原点为鞍点，故原方程的 (π, 0) 为鞍点，不稳定。

作业题 7

解题思路

为消去混合项 xy3，取 x 的二次项与 y 的四次项组成 Lyapunov 函数。

解. 取
V (x, y) =

1

2
x2 +

1

2
y4.

则 V 正定且径向无界，并且

V̇ = x
[
−2(y3 + x5)

]
+ 2y3(x− y3)

= −2x6 − 2y6 < 0 ((x, y) ̸= (0, 0)).

因此零解全局渐近稳定。
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作业题 8

解题思路

取三个变量的平方和，系统中的交叉项恰好相消；当 β = 0 时直接给出不趋于原点的非零平衡解。

解. 取
V (x, y, z) =

1

2
(x2 + y2 + z2).

沿系统的解有
V̇ = x(−x− y) + y

(
x(1− z)− y

)
+ z(xy − βz)

= −x2 − y2 − βz2 ≤ 0.

故对一切 β ≥ 0，零解均 Lyapunov 正向稳定。
若 β > 0，则 V̇ 负定，故零解全局渐近稳定。

若 β = 0，任取充分小的 z0 ̸= 0，以 (0, 0, z0) 为初值的解恒为

(x(t), y(t), z(t)) ≡ (0, 0, z0),

因而不趋于原点。因此零解稳定但不渐近稳定。

Remark. 当 β = 0 时，{V̇ = 0} = {x = y = 0}，且整个 z 轴都是不变集。故 LaSalle 不变性原理至
多给出轨道趋近于 z 轴，不能推出其趋于原点；这也与上面的非零平衡解相符。
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