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作业题 1 (习题3.1.1). 求解方程组 𝒙′(𝑡) = 𝐴𝒙(𝑡),其中系数矩阵 𝐴分别如下。

(1) 𝐴 =
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(4) 𝐴 =
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(5) 𝐴 =
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2 −1 −1
2 −1 −2
−1 1 2
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⎟

⎠

注：本题系数矩阵的特征值都是整数，如果算出奇怪数字肯定是算错了。

作业题 2 (习题3.1.2，选做). 考虑变系数齐次线性方程组的初值问题 𝒙′(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝒙(𝑡), 𝒙(0) = 𝒙0.
其中 𝐴(𝑡) = [𝑎𝑖𝑗(𝑡)]𝑑×𝑑 各个元素都是有界连续函数。变量 𝑡 ⩾ 0，即我们不考虑时间倒向演化。

(1) 若全体𝑎𝑖𝑗皆为非负函数，且初值𝒙0的各分量也非负，证明解的各个分量保持非负。

(2) 若把(1)的条件改为对全体𝑖 ≠ 𝑗有𝑎𝑖𝑗皆为非负函数，其它条件不变，则(1)的结论是否成立？

提示：(1) 可以由 (2) 得到，若寻求直接证明，则可以考虑其 Picard 迭代序列满足的积分方
程；(2)利用 𝑎𝑖𝑖(𝑡)的有界性，去充分大的常数 𝐶 > 0使得 𝐴(𝑡) + 𝐶𝐼𝑑 的所有元素皆为非负。

作业题 3 (习题3.1.4). 对复方阵 𝐴,定义 𝑠(𝐴)是 𝐴全体特征值实部的最大值。

(1) 证明：对任意 𝜀 > 0，存在与 𝜀有关的常数 𝐶𝜀 > 0使得对任意 𝑡 ⩾ 0成立 ‖𝑒𝑡𝐴‖ ⩽ 𝐶𝜀𝑒(𝑠(𝐴)+𝜀)𝑡.
(2) 证明：存在不依赖 𝜀的常数 𝐶 > 0使得对任意 𝑡 ⩾ 0成立 ‖𝑒𝑡𝐴‖ ⩽ 𝐶𝑒𝑠(𝐴)𝑡，当且仅当全体满
足 Re 𝜆 = 𝑠(𝐴)特征值所对应的 Jordan块均为一阶。

(3) 证明：sup
𝑡⩾0

‖𝑒𝑡𝐴‖ < +∞ 当且仅当 𝐴 的全体特征值实部皆为非正，且全体实部为零的特征值

对应的 Jordan块皆为一阶。

注：这里的矩阵范数定义为 ‖𝑀‖ = sup
|𝒙|=1

|𝑀𝒙|，它满足 |𝑀𝒙| ⩽ ‖𝑀‖|𝒙|, ‖𝑀𝑁‖ ⩽ ‖𝑀‖‖𝑁‖以及

‖𝑀 +𝑁‖ ⩽ ‖𝑀‖ + ‖𝑁‖. 本题应先对单个 Jordan块讨论，并用到命题3.1.1的结论。
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作业题 4 (习题3.2.1). 解方程组 𝒙′(𝑡) = 𝐴𝒙(𝑡) + 𝒇 (𝑡),其中系数矩阵 𝐴,源项 𝒇 ,初值 𝒙(0)如下。

(1) 𝐴 =

⎛
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, 𝒇 =

⎛
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. (2) 𝐴 =
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作业题 5 (习题3.2.2). 设常系数方阵 𝐴 的全体特征值的实部皆为负，设向量值连续函数 𝐠 有界。
令

𝒙𝑏(𝑡) ∶= ∫

𝑡

−∞
𝑒(𝑡−𝑠)𝐴𝐠(𝑠) d𝑠.

证明如下结论。

(1) 定义 𝒙𝑏的积分绝对收敛，且是非齐次线性方程组 𝒙′(𝑡) = 𝐴𝒙(𝑡)+𝐠(𝑡)的一个有界整体解。（提
示：用习题 3.1.4.）

(2) (1)中所述的方程组在ℝ上的有界整体解是唯一的。
(3) 若 𝐠是以 𝑇 > 0为周期的函数，则 𝒙𝑏 也是。

(4) (1)中所述的方程组的其他任意解 𝒙(𝑡)都满足：当 𝑡 → +∞时，成立 |𝒙(𝑡) − 𝒙𝑏(𝑡)| → 0.

作业题 6 (习题3.2.3). 设 𝐴(𝑡) ∶ [0,+∞) → ℝ𝑑×𝑑 是连续系数方阵，且 ∫ +∞0 ‖𝐴(𝑡)‖ d𝑡 < +∞. 设 Φ是
满足 Φ′(𝑡) = 𝐴(𝑡)Φ(𝑡), Φ(0) = 𝐼𝑑 的标准基解矩阵。证明 Φ(𝑡)在 [0,+∞)一致有界，且存在可逆方
阵 Φ∞ 使得当 𝑡 → +∞时有 ‖Φ(𝑡) − Φ∞‖ → 0. 进而该齐次方程组的每个解都有极限，且从初值映
射到极限值的映射是 ℝ𝑑 上的线性同构。

提示：把微分方程转化为积分方程即可看出为什么加了条件 ∫ +∞0 ‖𝐴(𝑡)‖ d𝑡 < +∞，然后思考
极限方阵 Φ∞ 的可逆性是怎么来的。


