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作业题 1 (习题2.3.3). 设初值问题 𝑥′ = (𝑥2 − 2𝑥− 3)𝑒(𝑥+𝑡)2 , 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 的解的最大存在区间为 (𝑎, 𝑏).
证明: 𝑎 = −∞与 𝑏 = +∞中至少有一个成立.

提示：先找出这个方程的所有平衡态（即不随𝑡变化而变化的解），然后讨论初值𝑥0与这个平

衡态之间的关系。

作业题 2 (习题2.3.4). 证明初值问题 𝑥′ = 𝑡3 − 𝑥3, 𝑥(𝑡0) = 𝑥0 的解在 [𝑡0,+∞)上存在。
提示：为了使用延拓准则，可以考虑去估计 𝑥(𝑡)2 这个量的演化，最终可以算得 d

d𝑡
(𝑥(𝑡)2) ⩽

3
2
|𝑡|4。

作业题 3 (问题2.3.3). 设 𝑓 (𝑡, 𝑥) 在 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑎, −∞ < 𝑥 < +∞ 上连续，且存在常数 𝑞 ∈ (0, 1) 使
得对任意的 𝑡 ∈ (0, 𝑎]都有 |𝑓 (𝑡, 𝑦) − 𝑓 (𝑡, 𝑧)| ⩽ 𝑞

𝑡
|𝑦 − 𝑧|.证明：初值问题 𝑥′ = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑥(0) = 𝑥0 在

[0, 𝑎]上存在唯一解。
提示：在证明存在性时，Peano存在性定理只给出某个小区间 [0, 𝛿]上的存在性，思考如何将

其延拓到整个 [0, 𝑎]上；在证明唯一性时，思考为什么我们要求𝑞 ∈ (0, 1).

作业题 4 (问题2.4.1，选做). 考虑初值问题 𝑥′(𝑡) = 𝑓 (𝑡, 𝑥), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 其中 𝑓 (𝑡, 𝑥)在 ℝ2 连续并关

于 𝑥局部 Lipschitz。设 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐶1([𝑡0,+∞))满足

𝛼(𝑡) ⩽ 𝛽(𝑡), 𝛼′(𝑡) ⩽ 𝑓 (𝑡, 𝛼(𝑡)), 𝛽′(𝑡) ⩾ 𝑓 (𝑡, 𝛽(𝑡)).

(1) 证明 𝑥0 ∈ [𝛼(𝑡0), 𝛽(𝑡0)]时对应的解满足对任意 𝑡 ⩾ 𝑡0 都有 𝛼(𝑡) ⩽ 𝑥(𝑡) ⩽ 𝛽(𝑡)
(2) 证明该解正向整体存在。
(3) 若𝑥0 ∈ (𝛼(𝑡0), 𝛽(𝑡0)),条件中的所有不等式改为严格不等式,则(1)的结论也变为严格不等式.

提示：(1)对 𝛼𝜀(𝑡) ∶= 𝛼(𝑡) − 𝜀𝑒𝐾(𝑡−𝑡0) 和 𝑥(𝑡)本身用比较原理，然后取极限 𝜀 → 0+ 得到不等式
左边，右边可构造类似的辅助函数。

作业题 5 (问题2.5.1). 考虑 [𝑡0,∞) 上的含参初值问题 𝒙′(𝑡) = 𝑓 (𝑡,𝒙(𝑡), 𝜆), 𝒙(𝑡0) = 𝒙0. 其中 𝒇 ∶
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[𝑡0,+∞) ×ℝ𝑑 ×ℝ𝑚 → ℝ𝑑 连续，并关于 𝒙局部 Lipschitz. 假设存在常数 𝛼 > 0, 𝐿 ⩾ 0, 𝐶 ⩾ 0,满足

(𝒙 − 𝒚) ⋅ (𝒇 (𝑡,𝒙, 𝜆) − 𝒇 (𝑡, 𝒚, 𝜆)) ⩽ −𝛼|𝒙 − 𝒚|2,

|𝒇 (𝑡,𝒙, 𝜆) − 𝒇 (𝑡,𝒙, 𝜇)| ⩽ 𝐿|𝜆 − 𝜇|, |𝒇 (𝑡, 𝟎, 𝜆)| ⩽ 𝐶(1 + |𝜆|).

(1) 证明：对每个固定的参数 𝜆 ∈ ℝ𝑚,该初值问题的解都在时间正向整体存在。
(2) 记 𝜑(𝑡; 𝑡0,𝒙0, 𝜆)是以 𝜆为参数, 𝑡0 时刻初值为 𝒙0 的解，证明

|𝜑(𝑡; 𝑡0,𝒙0, 𝜆) − 𝜑(𝑡; 𝑡0, 𝒚0, 𝜇)| ⩽ 𝑒−𝛼(𝑡−𝑡0)|𝒙0 − 𝒚0| +
𝐿
𝛼
(

1 − 𝑒−𝛼(𝑡−𝑡0)
)

|𝜆 − 𝜇|.

并说明解对初值和参数的依赖为何关于 𝑡 ∈ [𝑡0,∞)是一致的。

提示：(1)考察 |𝒙(𝑡)|2 的演化，(2)如果令 𝐰 ∶= 𝒙 − 𝒚,则有 d
d𝑡
|𝐰| ⩽ −𝛼|𝐰| +𝐿|𝜆 − 𝜇|. 严格来

说，如果要避免|𝐰|在0处不可微，则应当先考虑其 𝐶1逼近 𝐰𝜀(𝑡) ∶=
√

𝜀2 + |𝐰(𝑡)|2，得到它的估计
之后再令 𝜀 → 0. 请注意这是一种对绝对值函数常用的𝐶1逼近。

作业题 6 (习题2.6.1). 对含参微分方程初值问题 𝑥′(𝑡) = 𝜆𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡)3, 𝑥(0) = 𝑥0 写出关于 𝑥0 和 𝜆的

变分方程,并证明
𝜕𝑥(𝑡)
𝜕𝑥0

> 0.

作业题 7 (习题2.6.4). 考虑微分方程 𝑥′(𝑡) = cos2 𝑥(𝑡)+(𝜆+𝑞(𝑡)) sin2 𝑥(𝑡), 𝑥(0; 𝜆) = 𝑥0,其中 𝑞 ∈ 𝐶(ℝ).

(1) 证明：对任意 𝜆 ∈ ℝ,该初值问题在 𝑡 ∈ [0, 1]上存在唯一解 𝑥 = 𝜑(𝑡; 𝜆).
(2) 对任意 𝑡 ∈ [0, 1],这个解𝑥 = 𝜑(𝑡; 𝜆)是否关于 𝜆 ∈ ℝ是连续可微的,证明你的结论.
(3) 令 𝜔(𝜆) = 𝜑(1; 𝜆),证明: 𝜔(𝜆)关于 𝜆严格单调递增.

提示：(3)使用关于参数 𝜆的变分方程，请注意我们需要说明 𝜕𝜑
𝜕𝜆
(1; 𝜆)是严格正的。


