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常微分方程的初等计算、解的存在唯一性定理
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第5、9题选做，其它必做。禁止抄袭或使用AI直接生成答案PDF，被抓到者此次作业零分。
A组：交流生、高年级同学以及25级学号 ⩽ PB25000295的同学把作业交给张博洋助教。
B组：25级学号 ⩾ PB25000304的同学把作业交给周芾助教。

作业题 1 (习题1.1.4). 解方程 𝑥′(𝑡) = 𝑥(𝑡)𝑎,其中 𝑎 = 1∕5, 1, 2,并分别作出相应积分曲线族的草图.

作业题 2 (习题1.1.5). 令牵引点 𝐴 沿 𝑥 轴正向运动，并以 𝐴 沿 𝑥 轴的位移 𝑠 为参数，𝐴(𝑠) =
(𝑠, 0), 𝑠 ⩾ 0.质点 𝐵 从 𝐵(0) = (0, 𝑏), (𝑏 > 0)出发。假设绳长保持不变，即 ‖𝐴(𝑠) − 𝐵(𝑠)‖ = 𝑏，其
中 𝐵(𝑠) = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))；并且 𝐵的轨迹切向始终沿着由 𝐵指向 𝐴的方向，即存在非负函数 𝜆(𝑠)使得
(𝑥′(𝑠), 𝑦′(𝑠)) = 𝜆(𝑠)(𝑠 − 𝑥(𝑠),−𝑦(𝑠))。求质点 𝐵 的轨迹方程，即解出 𝑥(𝑠), 𝑦(𝑠) 的参数表达式。（注
意：题干中的 𝜆(𝑠)是可以跟 𝑥(𝑠)一起解出来的，最终答案不能含有 𝜆(𝑠)。）

作业题 3 (习题1.2.4). 求微分方程 𝑥′(𝑡) sin 2𝑡 = 2(𝑥(𝑡) + cos 𝑡)满足 𝑡 → 𝜋∕2时仍有界的解。

作业题 4 (习题1.2.6). 设 𝑝, 𝑞都是 𝑇 -周期连续函数,并且 ∫ 𝑇0 𝑝(𝑠) d𝑠 > 0.证明: 方程 𝑥′ + 𝑝(𝑡)𝑥 = 𝑞(𝑡)
的任意解与其唯一 𝑇 -周期解之差在 𝑡 → +∞时趋于零.

作业题 5 (习题1.2.8,选做). 设𝐸(𝑡)是取值恒大于零的光滑函数。对任意𝑡 ⩾ 0，它满足不等式

𝐸′(𝑡) ⩽ 𝐶(1 + 𝑡)−𝜎𝐸(𝑡)𝑝, 𝐸(0) ⩽ 𝜀2,

其中 𝜎 > 0, 𝑝 > 1, 𝐶 > 0, 0 < 𝜀 ≪ 1. 定义 𝑇̃𝜀 ∶= inf
{

𝑡 > 0 ∶ 𝐸(𝑡) = 10𝜀2
}

，试讨论 𝑇̃𝜀 的下界对 𝜀
的依赖关系，分情况 𝜎 > 1, 𝜎 = 1, 0 < 𝜎 < 1讨论。

作业题 6 (习题1.3.1). 求解方程 𝑥′(𝑡) = −𝑥(𝑡)2 − 1
4𝑡2

. （提示：先找形如 𝑥𝑝(𝑡) = 𝐶∕𝑡的特解）

考虑如下形式的一阶常微分方程的初值问题

𝒙′(𝑡) = 𝒇 (𝑡,𝒙(𝑡)), 𝒙(𝑡0) = 𝒙0, (2.0.1)
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其中 𝐼 ⊂ ℝ是含有 𝑡0 的区间,未知函数𝒙 ∶ 𝐼 → ℝ𝑑,给定函数 𝒇 ∶ 𝐷 → ℝ𝑑 的定义域𝐷 是 ℝ × ℝ𝑑

中的开集,并且 (𝑡0,𝒙0) ∈ 𝐷.

作业题 7 (习题2.1.2). 对初值问题(2.0.1)，如果 𝒇 满足的条件改为：𝒇 连续, 且存在 [𝑡0, 𝑡0 + 𝑎]上
的可积函数 (即绝对值的积分是收敛的) 𝑘(𝑡)使得

|𝒇 (𝑡,𝒙)| ⩽ 𝑘(𝑡)(1 + |𝒙|), |𝒇 (𝑡,𝒙1) − 𝒇 (𝑡,𝒙2)| ⩽ 𝑘(𝑡)|𝒙1 − 𝒙2|.

证明: 存在区间 [𝑡0, 𝑡0 + 𝛿]使得对应的 Picard序列在该区间上一致收敛到(2.0.1)的解.

作业题 8 (习题2.1.3). 对初值问题(2.0.1)，设空间维数 𝑑 = 1,且 𝑓 (𝑡, 𝑥)连续，并且关于 𝑥变量是
单调递减的。证明：该初值问题在 𝑡 ⩾ 𝑡0 的解是唯一的。并问：在 𝑡 ⩽ 𝑡0 上的解是否唯一？证明
结论或者构造反例。

作业题 9 (习题2.2.2,选做). 设空间维数 𝑑 = 1,在区间 𝐼 = [𝑡0, 𝑡0 + ℎ]上 (ℎ定义与 Peano存在性定
理相同)构造 Tonelli序列如下：任给正整数 𝑛, 令 𝑡𝑘 = 𝑡0 + 𝑘ℎ

𝑛
, 然后我们从 [𝑡0, 𝑡1]到 [𝑡1, 𝑡2], 再从

[𝑡1, 𝑡2]到 [𝑡2, 𝑡3]最终从 [𝑡𝑛−2, 𝑡𝑛−1]到 [𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛]分段递归定义逼近解

𝑥𝑛(𝑡) =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥0 𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡1]

𝑥0 + ∫
𝑡− ℎ

𝑛
𝑡0

𝑓 (𝑠, 𝑥𝑛(𝑠)) d𝑠 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡0 + ℎ]
.

　请用 Tonelli序列和 Arzelà–Ascoli引理证明 Peano存在性定理。


