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1 作业答案

1.1 第一次作业

题目 1.1 习题 1.1.4
解方程

x′(t) = x(t)a,

其中 a = 1/5, 1, 2, 并分别作出相应积分曲线族的草图.

解. 当 a = 1/5 时, 在 x ̸= 0 的区间上有 5
4 (x

4/5)′ = 1, 因为没有 Lipschitz 性, 所以解可以先停留在 0 处,
然后某时刻再开始演化. 解为零解和如下解

x(t) =


0, t ≤ τ,

±
(
4

5
(t− τ)

)5/4

, t ≥ τ,
τ ∈ R.

非零部分从 (τ, 0) 开始演化, 并与 t 轴相切.
当 a = 1 时,

x(t) = Cet, C ∈ R.

当 a = 2 时, 除零解外, 解为
x(t) =

1

C − t
, C ∈ R.

助教不想手绘贴图, 让 Codex 画出的三族曲线的典型形状如下.

a = 1/5 a = 1 a = 2

题目 1.2 习题 1.1.5
令牵引点 A 沿 x 轴正向运动, 并以 A 沿 x 轴的位移 s 为参数,

A(s) = (s, 0), s ≥ 0.

质点 B 从 B(0) = (0, b) 出发, 其中 b > 0. 假设绳长保持不变, 即 ∥A(s)−B(s)∥ = b, 其中
B(s) = (x(s), y(s)). 又假设 B 的轨迹切向始终沿着由 B 指向 A 的方向, 即存在非负函数 λ(s), 使
得

(x′(s), y′(s)) = λ(s)(s− x(s),−y(s)).

求质点 B 的轨迹方程, 即求出 x(s), y(s) 的参数表达式. 最终答案中不应含有 λ(s).
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解. 建模是一个麻烦事, 好在题目已经给出. 令 u(s) = s − x(s). 绳长条件为 u2 + y2 = b2. 对绳长条件

求导, 再代入 x′ = λu 和 y′ = −λy, 得到 u(1 − λu) − λy2 = 0. 此时再用绳长条件, 就能把 λ 算出, 得到
λ = u

b2 . 接下来我们解 u 的方程, 也就是

u′ = 1− x′ = 1− u2

b2
, u(0) = 0,

这里最好不要直接解 x 的方程, 其实更不好解. 下面展示微积分过程, 整理为
1

2

(
b

b+ u
+

b

b− u

)
du = ds ⇒ b

2
log

(
b+ u

b− u

)
= s+ C.

由初值, C = 0, 那么反解出 u 为

u = b
e2s/b − 1

e2s/b + 1
.

由 x = s− u 以及 y(0) = b > 0 可得

x(s) = s− b
e2s/b − 1

e2s/b + 1
, y(s) =

2b

es/b + e−s/b
, s ≥ 0.

注意, 这里的 y 是用绳长解出来的, 初值用来确定符号, 希望没人再去解一个 ODE 了.

题目 1.3 习题 1.2.4
求微分方程

x′(t) sin 2t = 2(x(t) + cos t)

在 t → π/2 时仍有界的解.

解. 这个题可能需要一些技巧,要去凑微分. 注意到
( cos t

sin t

)′
= − 1

sin2 t ,我们将方程改写为 (x cot t)′ = cos t
sin2 t ,

然后两边同时积分得到 x(t) = C sin t−1
cos t . 要使 t → π/2 时解有界, 必须有 C = 1. 代入, 并做变形得到

x(t) =
sin t− 1

cos t = − cos t
1 + sin t

.

此时令 x(π/2) = 0, 这个延拓是符合题意的.

题目 1.4 习题 1.2.6
设 p, q 都是 T -周期连续函数, 并且 ∫ T

0

p(s) ds > 0.

证明: 方程 x′ + p(t)x = q(t) 的任意解与其唯一的 T -周期解之差在 t → +∞ 时趋于零.

解. 这个题感觉是柳彬书上的例题, 一阶 ODE 都可以硬算. 记

P (t) =

∫ t

0

p(s) ds, A = P (T ) > 0.

通解为

x(t) = e−P (t)

(
c+

∫ t

0

eP (s)q(s) ds
)
.

条件 x(T ) = x(0) 唯一确定

c∗ =

∫ T

0

eP (s)q(s) ds

eA − 1
.

此时 c∗ 对应的解 x∗ 为唯一的 T -周期解.
任取另一解 x,则 z = x−x∗ 满足 z′+p(t)z = 0,有 z(t) = z(0)e−P (t).设 t = nT +r,其中 0 ≤ r < T .

周期性给出 P (t) = nA+ P (r). 因为 P (r) 在 [0, T ] 上一致有界且 A > 0, 所以 z(t) → 0.
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题目 1.5 习题 1.2.8, 选做
设 E(t) 是恒大于零的光滑函数. 对任意 t ≥ 0, 它满足

E′(t) ≤ C(1 + t)−σE(t)p, E(0) ≤ ε2,

其中 σ > 0, p > 1, C > 0, 0 < ε ≪ 1. 定义

T̃ε = inf{t > 0 : E(t) = 10ε2}.

讨论 T̃ε 的下界对 ε 的依赖关系, 分别考虑 σ > 1, σ = 1 和 0 < σ < 1.

解. 咱们 lifespan 就在 ODE 里算起来! 模仿 Grönwall 不等式硬算如下

d
dtE

1−p = (1− p)E−pE′ ≥ −C(p− 1)(1 + t)−σ.

积分到 T̃ε, 并使用 E(0)1−p ≥ ε−2(p−1) 以及 E(T̃ε)
1−p = 101−pε−2(p−1), 得∫ T̃ε

0

(1 + s)−σ ds ≥ c0ε
−2(p−1), c0 =

1− 101−p

C(p− 1)
> 0.

若 σ > 1, 则左端收敛, 当 ε 充分小自然有 T̃ε = +∞. 若 σ = 1, 则

T̃ε ≥ exp
(
c0ε

−2(p−1)
)
− 1.

若 0 < σ < 1, 则
T̃ε ≥

(
1 + (1− σ)c0ε

−2(p−1)
)1/(1−σ)

− 1 ≳ ε−
2(p−1)
1−σ .

题目 1.6 习题 1.3.1
求解方程

x′(t) = −x(t)2 − 1

4t2
.

提示: 先找形如 xp(t) = C/t 的特解.

解. 代入 xp = C/t 得 C = C2 + 1/4, 故特解为

xp(t) =
1

2t
.

令 x = 1/(2t) + 1/v, 代回原方程得 v′ − 1
t v = 1. 依旧注意到

(
v
t

)′
= 1

t , 所以 v = t(log |t|+ C). 那么解为

x(t) =
1

2t
+

1

t(log |t|+ C)
, C ∈ R.

以下三题使用一阶常微分方程初值问题

x′(t) = f(t,x(t)), x(t0) = x0, (1)

其中未知函数 x : I → Rd, 函数 f : D → Rd 连续, D ⊂ R× Rd 为开集, 且 (t0,x0) ∈ D.
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题目 1.7 习题 2.1.2
对初值问题 (1), 假设存在 [t0, t0 + a] 上的可积函数 k(t) (即绝对值的积分收敛), 使得

|f(t,x)| ≤ k(t)(1 + |x|), |f(t,x1)− f(t,x2)| ≤ k(t) |x1 − x2| .

证明: 存在区间 [t0, t0 + δ], 使对应的 Picard 序列在该区间上一致收敛到初值问题的解.

解. 这是一个经典题目. 先按题意定义 Picard 序列

x(0)(t) = x0, x(n+1)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s,x(n)(s)) ds.

由于 D 是开集且 (t0,x0) ∈ D, 可取 0 < a0 ≤ a 和 b > 0, 使闭矩形 Q = [t0, t0 + a0]× B(x0, b) ⊂ D. 记

K(t) =
∫ t

t0
|k(s)| ds. 由于 k 可积, 由积分的绝对连续性 (Lebesgue 积分, 当然 Riemann 积分也能理解这

个事, 相当于高度有限, 积分区域小就有积分小性, 两种理解都是可以的) (1+ |x0|+ b)K(t0 + δ) ≤ b. 以下

将上述迭代限制在 [t0, t0 + δ] 上. 若 x(n)(t) ∈ B(x0, b), 则∣∣∣x(n+1)(t)− x0

∣∣∣ ≤ ∫ t

t0

|k(s)|
(
1 +

∣∣∣x(n)(s)
∣∣∣) ds ≤ (1 + |x0|+ b)K(t0 + δ) ≤ b.

故由归纳法, 每次迭代都取值于 Q. 令 A = 1 + |x0|. 由 Lipschitz 条件, 反复积分可得∣∣∣x(n+1)(t)− x(n)(t)
∣∣∣ ≤ A

K(t)n+1

(n+ 1)!
.

右端对应的级数在 [t0, t0 + δ] 上一致收敛, 故 x(n) 一致收敛到某个连续函数 x. 又有∣∣∣∣∫ t

t0

[
f(s,x(n)(s))− f(s,x(s))

]
ds

∣∣∣∣ ≤ K(t0 + δ)
∥∥∥x(n) − x

∥∥∥
∞

→ 0.

在迭代式中令 n → ∞, 即得

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s,x(s)) ds.

因此极限正是初值问题的解.

题目 1.8 习题 2.1.3
对初值问题 (1), 设 d = 1, 且 f(t, x) 关于 x 单调递减. 证明: 该初值问题在 t ≥ t0 上的解是唯一

的. 并判断在 t ≤ t0 上的解是否唯一, 证明结论或构造反例.

解. 设 x1, x2 是两个同初值的解, 并令 w = x1 − x2. 由单调递减性,
1

2
(w2)′ = w

(
f(t, x1)− f(t, x2)

)
≤ 0.

对 t ≥ t0, 有 0 ≤ w(t)2 ≤ w(t0)
2 = 0, 所以向前解唯一.

向后解一般不唯一. 取 t0 = 0, x0 = 0, 并令

f(x) =


√
−x, x < 0,

0, x = 0,

−
√
x, x > 0.

此函数连续且关于 x 严格递减. 在 t ≤ 0 上,

x1(t) ≡ 0, x2(t) =
t2

4

都是满足 x(0) = 0 的解. 事实上 x′
2(t) = t/2 = −

√
x2(t). 因此向后解不一定唯一.
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题目 1.9 习题 2.2.2, 选做
设空间维数 d = 1, 在区间 I = [t0, t0 + h] 上 (h 的定义与 Peano 存在性定理相同) 构造 Tonelli 序
列如下. 任给正整数 n, 令

tk = t0 + k
h

n
.

然后我们从 [t0, t1] 到 [t1, t2], 再从 [t1, t2] 到 [t2, t3], 最终从 [tn−2, tn−1] 到 [tn−1, tn] 分段递归定义

逼近解

xn(t) =


x0, t ∈ [t0, t1],

x0 +

∫ t−h/n

t0

f(s, xn(s)) ds, t ∈ [t1, t0 + h].

请用 Tonelli 序列和 Arzelà–Ascoli 引理证明 Peano 存在性定理.

解. 由于 D 是开集且 (t0, x0) ∈ D, 可取 a, b > 0, 使闭矩形 Q = [t0, t0 + a] × [x0 − b, x0 + b] ⊂ D. 令

M = maxQ |f |. 若 M = 0, 则取 h = a 后, 常值函数 x = x0 即为解. 以下设 M > 0, 并取

h = min
{
a,

b

M

}
, δn =

h

n
.

接下来我们先验证这个迭代序列是合法的, 用归纳法, 由

|xn(t)− x0| ≤
∫ t−δn

t0

|f(s, xn(s))| ds ≤ M(t− δn − t0) ≤ Mh ≤ b.

可见 xn 可在整个 I 上定义, 且其图像始终位于 Q 中, 这也同时说明了一致有界性. 接下来我们验证一致
等度连续性, 对任意 s, t ∈ I, 直接比较定义式中的积分区间可得 |xn(t)− xn(s)| ≤ M |t− s| . 因此 {xn}
一致有界且等度连续. 由 Arzelá–Ascoli 引理, 存在子列 xnj

在 I 上一致收敛到某个 x. 因为我们定义的
Tonelli 序列的积分限不是完整的, 因为我们定义并估计余项如下,

rn(t) = xn(t)− x0 −
∫ t

t0

f(s, xn(s)) ds.

当 t ∈ [t0, t1] 时, rn(t) = −
∫ t

t0
f(s, xn(s)) ds. 当 t ∈ [t1, t0 + h] 时, rn(t) = −

∫ t

t−δn
f(s, xn(s)) ds. 那么

∥rn∥∞ ≤ Mδn =
Mh

n
→ 0.

又因 f 在紧集 Q 上一致连续, f(s, xnj
(s)) 一致收敛到 f(s, x(s)). 在

xnj
(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, xnj
(s)) ds+ rnj

(t)

中令 j → ∞, 得

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s)) ds.

故 x ∈ C1(I), 且 x′ = f(t, x), x(t0) = x0. 这就完成了证明.
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