
2025年秋季学期偏微分方程作业三

分离变量法

截止时间：2025年12月22日下课前

作业题1–8是必做题，作业题9选做。

作业题 1 (习题3.1.2). 考虑一维带阻尼的波动方程，其中常数𝑑 ∈ (0, 2)
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𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑑𝑢𝑡 = 0 𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 𝜋;

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜋) = 0 𝑡 ≥ 0.

求该方程具有分离形式的解𝑢(𝑡, 𝑥) = 𝑇 (𝑡)𝑋(𝑥),并说明𝑡 → +∞时这些解的行为。

作业题 2 (习题3.1.5). 设𝐴,𝐵是常数，求解如下方程
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𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 0 𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 𝜋

𝑢(0, 𝑥) = 0, 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝐴𝑡, 𝑢𝑥(𝑡, 𝜋) = 𝐵𝑡 𝑡 ≥ 0.

作业题 3 (习题3.1.6). 考虑具有固定端点且长度有限的弦发生的受迫振动方程
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𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = cos 𝑥 cos 5𝑥 sin(𝜔𝑡) 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ (0, 𝜋)

𝑢(0, 𝑥) = 0, 𝑢𝑡(0, 𝑥) = 0 𝑥 ∈ [0, 𝜋]

𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥(𝑡, 𝜋) = 0 𝑡 ≥ 0,

其中 𝜔 > 0是常数。求解方程并讨论 𝜔为何值时方程的解一致有界？即 sup
𝑡>0,𝑥∈(0,𝜋)

|𝑢(𝑡, 𝑥)| < ∞.
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作业题 4 (习题3.2.3). 考虑具有Neumann边界条件的热传导方程，其中𝑘 ≥ 0是常数
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𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑘(1 − 𝑢) 𝑡 > 0, 0 < 𝑥 < 𝜋

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋

𝑢𝑥(𝑡, 0) = 𝑢𝑥(𝑡, 𝜋) = 0 𝑡 ≥ 0.

求解这个方程，并计算 lim
𝑡→+∞

𝑢(𝑡, 𝑥). （提示：𝑘 = 0和𝑘 > 0答案不同。）

作业题 5 (习题3.2.5). 考虑如下热传导方程的初边值问题

𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 0 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ (0, 𝜋); 𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶2([0, 𝜋]) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋; 𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝜋) = 0, 𝑡 ≥ 0.

(1) 证明：方程的解满足估计∫ 𝜋0 𝑢(𝑡, 𝑥)2 d𝑥 ≤ 𝑒−2𝑡 ∫ 𝜋0 𝜑(𝑥)2 d𝑥.
(2) 证明：存在常数𝐶 > 0使得|𝑢(𝑡, 𝑥)| ≤ 𝐶𝑒−𝑡对任意𝑡 > 0, 𝑥 ∈ [0, 𝜋]成立。

提示：无论使用能量法还是分离变量法，可能都需要使用Parseval恒等式；对(2)，思考为什么这
里假设了𝜑 ∈ 𝐶2([0, 𝜋])，具有该光滑性的函数的傅立叶系数具有怎样的阶？

作业题 6 (习题3.3.1). 设Ω ⊂ ℝ2是单位圆盘。求解方程Δ𝑢 = 2 in Ω, 𝑢|𝜕Ω = 2𝑥1𝑥2.

作业题 7 (习题3.3.4). 证明方程Δ𝑢 = 0, 𝒙 ∈ ℝ𝑑的解是旋转不变的，即对𝑑×𝑑正交方阵𝐎,令𝑣(𝒙) ∶=
𝑢(𝐎𝒙),则必有Δ𝑣 = 0.

作业题 8 (习题3.4.6，Dirichlet原理). 设Ω ⊂ ℝ𝑑是边界𝐶1的有界开集，给定函数𝑓 ∈ 𝐶(Ω), 𝑔 ∈
𝐶(𝜕Ω),定义能量泛函𝐼[𝑤] ∶= ∫Ω
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2 − 𝑤𝑓 d𝒙,其中𝑤 ∈  ∶= {𝑤 ∈ 𝐶2(Ω) ∶ 𝑤 = 𝑔 on 𝜕Ω}.证
明：𝑢是𝐼[⋅]在上的极小化子(即𝐼[𝑢] = inf

𝑤∈
𝐼[𝑤], 𝑢 ∈ )当且仅当𝑢是位势方程的解

−Δ𝑢 = 𝑓 in Ω 𝑢 = 𝑔 on 𝜕Ω.

提示：本题跟特征值理论没什么关系；令𝑗(𝜀) = 𝐼[𝑢+ 𝜀𝑣],其中𝑣 ∈ 𝐶∞
𝑐 (Ω),然后计算𝑗′(0) = 0.

作业题 9 (选做). 考虑多孔介质流方程𝜕𝑡𝑢 − Δ(𝑢𝛾) = 0, (𝑡 > 0,𝒙 ∈ ℝ𝑑). 其中假设𝛾 > 1是常数，方
程的解𝑢 ≥ 0. 今假设方程的解具有变量分离形式𝑢(𝑡,𝒙) = 𝑣(𝑡)𝑤(𝒙) (𝑡 ≥ 0,𝒙 ∈ ℝ𝑑).

(1) 证明：存在常数𝜇, 𝜆 ∈ ℝ,使得𝑣(𝑡) = ((1 − 𝛾)𝜇𝑡 + 𝜆)
1

1−𝛾 .
(2) 若𝑤(𝒙) = |𝒙|𝑎,请计算𝑎与𝛾之间应该满足怎样的关系式。
(3) 若将(1)中的𝜆取为正数，证明：对由(1), (2)求得的解𝑢(𝑡,𝒙),存在时间𝑇∗ < ∞,使得𝑢(𝑡,𝒙)在𝒙 ≠

𝟎, 𝑡 → 𝑇∗时发生爆破。


