
2025年秋季学期偏微分方程作业二

截止时间：2025年12月8日下课前

作业题1–6是必做题，作业题7–8选做。所有作业中的选做题、以及讲义上没布置的“问题”
在本课程中都不作要求。

作业题 1 (习题2.4.2). 本题考虑半平面内的调和函数求解。

(1) 给定𝑦 > 0,计算𝐹𝑦(𝜉) = 𝑒−|𝜉|𝑦关于频率变量𝜉 ∈ ℝ的傅立叶逆变换。
(2) 计算如下边值问题有界解的显式表达式

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 = 0 𝑥 ∈ ℝ, 𝑦 > 0,

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥) 𝑥 ∈ ℝ,

其中𝜑 ∈ (ℝ)是给定的。
(3) 证明：对任意𝑦 > 0有∫ℝ |𝑢(𝑥, 𝑦)| d𝑥 ⩽ ∫ℝ |𝜑(𝑥)| d𝑥.

作业题 2 (习题2.4.3, Cole-Hopf变换). 设𝑎 > 0, 𝑏 ∈ ℝ是给定的常数，求解如下拟线性热方程。

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝜕𝑡𝑢 − 𝑎2Δ𝑢 + 𝑏|∇𝑢|2 = 0 𝑡 > 0, 𝒙 ∈ ℝ𝑑

𝑢(0,𝒙) = 𝜑(𝒙) 𝑡 = 0, 𝒙 ∈ ℝ𝑑 .

提示：考虑𝑣 = 𝑒−
𝑏𝑢
𝑎2满足的方程。

作业题 3 (习题2.4.4). 求解如下粘性Burgers方程

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑢𝑡 − 𝑎2𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑢𝑥 = 0 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ ℝ

𝑢(0, 𝑥) = 𝜑(𝑥) 𝑡 = 0, 𝑥 ∈ ℝ.

这里𝑎 ∈ ℝ是给定的常数。（提示：考虑𝑣(𝑡, 𝑥) = ∫ 𝑥−∞ 𝑢(𝑡, 𝑦) d𝑦满足的方程。)
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作业题 4 (习题2.4.8). 考虑齐次热传导方程的初值问题

𝜕𝑡𝑢 − 𝑘Δ𝑢 = 0 in ℝ+ ×ℝ𝑑 , 𝑢(0,𝒙) = 𝜑(𝒙) (𝒙 ∈ ℝ𝑑).

设初值𝜑 ∈ (ℝ𝑑),由泊松公式给出的解为𝑢(𝑡,𝒙).

(1) 证明：存在常数𝐶 > 0,使得|𝑢(𝑡,𝒙) − 𝜑(𝒙)| ⩽ 𝐶
√

𝑘𝑡对任意𝑡 > 0,𝒙 ∈ ℝ𝑑成立。

(2) 证明：存在常数𝐶 > 0,使得 sup
𝒙∈ℝ𝑑

|𝑢(𝑡,𝒙)| ⩽ 𝐶𝑡−
𝑑
4
‖𝜑‖𝐿2(ℝ𝑑 )对任意𝑡 > 0成立。

提示：(1) 注意∫ℝ𝑑 𝐾(𝑡, 𝒚) d𝒚 = 1, 将𝜑(𝒙)写作∫ℝ𝑑 𝐾(𝑡, 𝒚)𝜑(𝒙) d𝒚. (2) 将𝑢写成(𝑢̂)∨然后用傅立叶
逆变换的定义得到|𝑢(𝑡,𝒙)| ⩽ ∫ℝ𝑑 |𝑢̂(𝑡, 𝝃)| d𝝃,代入𝑢̂(𝑡, 𝝃)的表达式后用Cauchy-Schwarz不等式。

作业题 5 (问题C.1.2). 给定点𝒙0, 𝝃0 ∈ ℝ𝑑 以及函数 𝑓 ∈ (ℝ𝑑),证明如下海森堡不确定性原理：

(

∫ℝ𝑑
|(𝒙 − 𝒙0)𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)(

∫ℝ𝑑
|(𝝃 − 𝝃0)𝑓 (𝝃)|2 d𝝃

)

⩾ 𝑑2

4

(

∫ℝ𝑑
|𝑓 (𝒙)|2 d𝒙

)2

. (0.1)

这个不等式表明动量和位置不可能在给定的动量𝝃0和给定的位置𝜉0附近被同时确定。
提示：只需证明𝝃0 = 𝒙0 = 𝟎的情况即可，否则考虑𝑔(𝒙) = 𝑓 (𝒙+𝒙0)𝑒−𝑖𝒙⋅𝝃0并利用命题C.1.3(2)约

化到这一特殊情况。利用Plancherel恒等式可得 |𝝃𝑓 (𝝃)|2 = |∇̂𝑓 (𝝃)|2，之后再用Plancherel恒等式和
Cauchy-Schwarz不等式证明左边⩾ (∫ℝ𝑑 |(𝒙 ⋅ ∇𝑓 )𝑓 | d𝒙)2, 最后用(∇𝑓 )𝑓 = 1

2
∇(𝑓 2), 然后分部积分一

次。

作业题 6 (问题2.4.2). 设Ω ⊂ ℝ𝑑是有界区域且边界光滑，𝑢(𝑡,𝒙) ∈ 𝐶2
1 ((0,∞) × Ω) ∩ 𝐶([0,∞) × Ω)

是如下方程的解
⎧

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎩

𝜕𝑡𝑢 − Δ𝑢 = 0 𝑡 > 0, 𝒙 ∈ Ω

𝑢(0,𝒙) = 𝑢0(𝒙) 𝒙 ∈ Ω

𝑢 = 0 𝑡 ⩾ 0, 𝒙 ∈ 𝜕Ω,

其中 𝑢0 ∈ 𝐶2(Ω)给定。证明：存在常数𝑎 > 0（仅和区域本身有关）使得

∫Ω
(𝑢(𝑡,𝒙))2 d𝒙 ⩽ 𝑒−𝑎𝑡 ∫Ω

(𝑢0(𝒙))2 d𝒙.

提示：对有界区域Ω,若𝑓 |𝜕Ω = 0,则必存在常数𝐶 > 0使得∫Ω 𝑓
2 d𝒙 ⩽ 𝐶 ∫Ω |∇𝑓 |

2 d𝒙. 思考如何
利用类似于“微积分基本定理”的想法去证明这个事实。
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作业题 7 (习题2.5.1，选做). 考虑ℝ𝑑中的Klein-Gordon方程的初值问题

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝜕2𝑡 𝑢 − Δ𝑢 + 𝑚2𝑢 = 0 𝑡 > 0, 𝒙 ∈ ℝ𝑑

𝑢(0,𝒙) = 𝜑(𝒙), 𝜕𝑡𝑢(0,𝒙) = 𝜓(𝒙) 𝒙 ∈ ℝ𝑑 ,

其中 𝜑,𝜓 ∈ (ℝ𝑑).

(1) 定义能量 𝐸(𝑡) = 1
2
∫ℝ𝑑 (𝜕𝑡𝑢)2 + |∇𝑢|2 + 𝑚2𝑢2 d𝒙.证明：𝐸(𝑡)是守恒量。

(2) 用𝜑̂和𝜓̂写出解的傅立叶变换𝑢̂(𝝃)的表达式。
(3) 证明： lim

𝑡→+∞
∫ℝ𝑑 |∇𝑢|2 + 𝑚2𝑢2 d𝒙 = 𝐸(0)，进而该方程也有能量渐近均分原理

lim
𝑡→+∞

1
2 ∫ℝ𝑑

|∇𝑢|2 + 𝑚2𝑢2 d𝒙 = lim
𝑡→+∞

1
2 ∫ℝ𝑑

(𝜕𝑡𝑢)2 d𝒙.

提示：本题基本可如法炮制波动方程的证明，但请思考如何正确使用Riemann-Lebesgue引理。

作业题 8 (问题C.1.7，选做，𝐿∞空间的Sobolev嵌入定理). 对𝑠 ∈ ℝ, 𝑓 ∈ (ℝ𝑑), 我们定义范
数‖𝑓‖𝑠 ∶= ‖⟨𝝃⟩𝑠𝑓 (𝝃)‖𝐿2(ℝ𝑑 ),其中⟨𝝃⟩ ∶=

√

1 + |𝝃|2. 今假设𝑠 > 𝑑
2
,证明：

(1) 存在常数𝐶 > 0使得对任意𝑓 ∈ (ℝ𝑑)成立max
ℝ𝑑

|𝑓 | ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝑠.

(2) 存在常数𝐶 > 0使得对任意𝑓, 𝑔 ∈ (ℝ𝑑)成立‖𝑓𝑔‖𝑠 ⩽ 𝐶‖𝑓‖𝑠‖𝑔‖𝑠.

提示：(1)将𝑓写成𝑓 = (𝑓 )∨并用傅立叶逆变换的定义写成积分，然后乘以⟨𝝃⟩𝑠和⟨𝝃⟩−𝑠,然后利
用𝑠 > 𝑑

2
得出⟨𝝃⟩−𝑠 ∈ 𝐿2(ℝ𝑑),用Cauchy-Schwarz不等式即得。(2)注意到𝑓𝑔 = (2𝜋)−

𝑑
2 (𝑓 ∗ 𝑔̂),把卷积

写成积分式并利用⟨𝝃⟩𝑠 ⩽ 𝐶(⟨𝝃 − 𝜼⟩𝑠 + ⟨𝜼⟩𝑠)即可。


