
中国科学技术大学数学科学学院
2023–2024 学年第 1 学期期中考试试卷

课程名称： 代数学基础 课程编号： 001356

考试时间： 2023 年 11 月 25 号 考试形式： 闭卷
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题

号

第一题

(30 分)
第二题

(30 分)
第三题 (40 分)

第四题

(附加题 10 分)
总分

(110 分)
3.1(10’) 3.2(10’) 3.3(10’) 3.4(10’) 4.1(5’) 4.2(5’)

得分

本试卷共 8 页、16 题 (含附加题)，全卷总分 110 分 (含附加题分值)，考试时间 120 分钟。若卷面成绩
超过 100 分，则计算课程总评成绩时，期中成绩按满分 100 分处理。

注意事项：直接在试卷上答题，切勿写在草稿纸上。

一、填空题：本题 5 小题，共 30 分。

1.1. (6 分) 高斯整数环 Z[i] 的全体单位为 .

1.2. (6 分) 方程 21x + 55y = 2 的全体整数解为 .

1.3. (6 分) 733323(十进制表示中) 的末两位数码为 .

1.4. (6 分) 整数 x 同时满足 gcd(x, 33) = 1 和 9x ≡ −3 mod 33 当且仅当 x ≡ mod .

1.5. (6 分) 整数 23 × 32 × 5 的全体正因子的平方和为 .

二、判断题：本题 5 小题，共 30 分。判断下面的说法是否正确，并简要说明理由或者举出反例。

2.1. (6 分) 若 G 为群，x, y ∈ G, 则 (xy)−1 = x−1y−1.

2.2. (6 分) 群
(
(Z/7Z)×,×

)
和 µ6 同构.
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2.3. (6 分) 设 φ : R → S 为环同态。对于任意 r ∈ R, 若 φ(r) 在 S 中可逆，则 r 在 R 中也可逆.

2.4. (6 分) S1 的任意有限阶子群均为循环群.

2.5. (6分) .设 a, b, c为三个正整数. 则群 Z/aZ ×Z/bZ ×Z/cZ 为循环群当且仅当 gcd(a, b, c) = 1.
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三、解答及证明题：本题 4 小题共 40 分。本题需给出详细步骤，按步骤给分。

3.1. (10 分) 解同余方程组 
25x ≡ 15 mod 35

x ≡ 4 mod 11

x ≡ 16 mod 17
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3.2. (10 分) 请利用带余除法证明整数环 Z 为主理想整环.
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3.3. (10 分) 设 H 和 N 均为群. 记 Aut(N) 为群 N 的自同构群. 设 φ : H → Aut(N) 为群同态. 对于
任意 h ∈ H, 记 φh 为 h 在 φ 下的像. 在笛卡尔积 G = N × H 上定义二元运算 “·”

(n1, h1) · (n2, h2) := (n1 φh1(n2), h1h2).

验证 (G, ·) 构成群.
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3.4. (10 分) 设 G 为有限群. 考虑 G 上所以复值函数组成的集合 C[G] = { f : G → C}. 在集合 C[G]

上，按如下方式定义加法和乘法：(∀ f1, f2 ∈ C[G], ∀x ∈ G)

( f1 + f2)(x) := f1(x) + f2(x),

( f1 · f2)(x) := ∑
g∈G

f1(g) f2(g−1x),

则 (C[G],+, ·) 构成环. 对于任意 h ∈ G, 定义 fh ∈ C[G] 为

fh(x) =

{
0, 若x 6= h;

1, 若x = h.

请证明

(a) (5 分) fh ∈ C[G]× 且 G → C[G]×(h 7→ fh) 为群的单同态;

(b) (5 分) 若记 e = ∑
h∈G

1
|G| fh，则 e 为中心幂等元.(即, e2 = e 且 e 与 C[G] 中任意元素可交换).

第 6 页 共 8 页



四、附加题。本题 2 小题，共 10 分。本题需给出详细步骤，按步骤给分, 仅能使用本课程学到的
知识。

4.1. (5 分) 证明不存在六元域.
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4.2. (5 分) 请写出最小的非交换群, 并确认其最小性.
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