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1. 叙述 Rn 上 d维 Hausdorff测度的构造过程,并求出 [0, 1]区间上 Cantor三分集的 Hausdorff维数及
对应的 Hausdorff测度.

2. 设 (X,M, µ)为有限测度空间, (X,M, µ̄)为其完备化, f : X → R为有界函数. 证明:

(1) f 是M-可测函数.

(2) f ∈ L1(µ̄) 当且仅当存在M-可测的简单函数列 {ϕn} 和 {ψn}, 使得 ϕn ⩽ f ⩽ ψn 且
∫
(ψn −

ϕn)dµ < n−1.

3. 设 (X,M), (Y,N )是两个可测空间, µ是 (X,M)上的有限符号测度, F : (X,M) → (Y,N )是可测
映射,定义:

(F∗µ)(B) := µ(F−1(B)), ∀B ∈ N .

(1)证明: F∗µ是 (Y,N )上的有限符号测度.

(2)设 f : Y → R为可测函数,且 f ◦ F 可积. 证明:∫
f dF∗µ =

∫
f ◦ F dµ.

4. 设 (X,M, µ)和 (Y,N , ν)为任意两个测度空间 (不一定 σ有限). 证明:

(1)如果 f : X → C是M-可测的, g : Y → C是 N -可测的,那么 h(x, y) = f(x)g(y)是M⊗N -可测
的.

(2)如果 f ∈ L1(µ)且 g ∈ L1(ν),那么 (1)中的 h满足 h ∈ L1(µ× ν)且
∫
h d(µ× ν) =

∫
f dµ

∫
g dν.

5. 设 µj , νj(j = 1, 2)为 (Xj ,Mj)上的 σ有限测度,满足 νj ≪ µj . 证明: ν1 × ν2 ≪ µ1 × µ2 且

d(ν1 × ν2)

d(µ1 × µ2)
(x1, x2) =

dν1
dµ1

(x1)
dν2
dµ2

(x2).

6. 设 B1(0) ⊂ Rn 为单位开球,考虑边值问题∆u = 0, x ∈ B1(0),

u = f, x ∈ ∂B1(0).

(1)证明: 存在 ∂B1(0)上的正测度 ν∗,使得

u(x) =

∫
∂B1(0)

f(y) dν∗(y).



(2)设Hn−1 为 n− 1维 Hausdorff测度,讨论在 ∂B1(0)上是否成立 ν∗ ≪ Hn−1.
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