
中 国 科 学 技 术 大 学
2023-2024秋季学期微分方程引论期中试卷

姓名： 学号：

注意: (1) 从第1-4题中选择三个题进行作答. 如果全做，得分最高的三个题计入总分.

(2) 计算题只写结果不写过程，不给分. (3)所有题目中使用的定理或者命题需要注明.

1. (15分)求微分方程y′′ − 2y′ + 2y = ex sinx的通解.

2. (15分)求微分方程组

dy

dx
=


3 −1 −1
1 1 −1
1 −1 1

y

的通解.

3. (15分)分别作出µ = 1和µ = 3微分方程组ẋ = y

ẏ = −x− µ(x2 − 1)y

奇点(0, 0)附近的相图.

4. (15分)利用(广义)幂级数方法求解微分方程

2xy′′ + y′ + xy = 0.

5. (15分) 令θ(x, λ) 是方程

θ′(x, λ) = cos θ(x, λ) + λ(1 + x2) sin2 θ(x, λ), x ∈ [0, 1]

满足初始条件θ(0, λ) = λ 的解.

(a) 证明: 对于任意的λ ∈ R, θ(x, λ)在[0, 1]上存在且唯一.

(b) 证明: θ(x, λ)关于x ∈ [0, 1], λ ∈ R是连续可微的

(c) 证明: 对于任意固定的x ∈ (0, 1], 函数θ(x, λ)关于λ ∈ R是严格单调递增的.
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6. 设初值问题 y′ = sin2 x+ (y + 1)2

y(0) = 0

的解向右侧可延伸的最大存在区间为[0, β). 证明:

π

4
≤ β ≤ 1.

7. (15分)考虑方程组
dx

dt
= Ax+R(t, x), (1)

其中A是常数矩阵, R(t, x)在{(t, x) : t ≥ t0, ‖x‖ ≤ h}上连续, 且

‖R(t, x)‖ ≤ α(t)‖x‖,

其中α(t)是t ≥ t0上的非负连续函数, 且
∫∞
t0
α(t)dt < +∞. 证明:如果方程组dx

dt = Ax的一切

解都是有界的, 那么方程组(1)的零解是Lyapunov正向稳定的.

8. (15分)考虑方程

y′′ + f(x)y = 0,

其中f ∈ C(R)满足 ∫
R
|f(x)|dx+

∫ ∞

1

x|f(x)|dx <∞.

(a) 证明存在至少一个解ϕ(x)使得

lim
x→+∞

ϕ(x) = 1, lim
x→+∞

ϕ′(x) = 0.

提示: 把x = +∞作为初值,向后演化,把问题转化为积分方程(需要证明)

ϕ(x) = 1 +

∫ ∞

x

(x− s)f(s)ϕ(s)ds.

(b) 证明存在至少一个解ψ(x)使得

lim
x→+∞

ψ(x)

x
= 1, lim

x→+∞
ψ′(x) = 1.

提示: 可以使用(a)的结论,即使你无法证明；也可以不使用.
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