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注意：请将所有答案写在题后空白处。所有题目的解答要有详细过程，其中使用的定理或命
题需要注明。

1. 概念题（20 分，每小题 5 分）
(a). 叙述 Lusin 定理（提示：关于可测函数和连续性的那个定理）；
(b). 叙述控制收敛定理；
(c). 设 f 是 Rd 上定义的有限值可测函数，叙述 f 的极大函数的定义；

(d). 叙述 [a, b] 上定义的绝对连续函数的定义。
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2. （20 分，每小题 5 分）通过分别构造具体的定义在 R 上的实值函数列来说明以下的命
题：

(a). L1 收敛不保证几乎处处收敛；

(b). L3 收敛不保证 L2 收敛；

(c). 依测度收敛不保证 L1 收敛；

(d). 依测度收敛不保证几乎处处收敛。
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3. (10 分）设 f : [0, 1] → R 有连续的导数。问 f 是不是有界变差函数？为什么？
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4. (15 分) 设 B 是 Rd 中的单位球，fn : B → R 是一列可测函数，而且满足 (a).fn 几乎处
处收敛于函数 f；(b).∥fn∥L2(B) ≤ 1 对于任何的 n；求证：

lim
n→∞

∫
B
fn =

∫
B
f.
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5.（15 分）设 fn 是定义在 [a, b] 上的单调增的绝对连续函数。如果函数项级数
∑∞

n=1 fn 在

[a, b] 上点点收敛于 f，求证：f 也是绝对连续的。
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6. （15 分）设 ϕ ∈ L1(Rd)，而且
∫
Rd ϕ = 1，对于任何 t > 0，定义 ϕt(x) = t−dϕ(xt ).

(a). 若 f 是有紧支集的连续函数，求证：当 t → 0 时，f ∗ ϕt 一致收敛于 f；（10 分）
(b). 若 f ∈ L1(Rd)，求证：limt→0 ∥f ∗ ϕt − f∥L1 = 0（5 分）。
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7. （5 分）设 E 是 R 上指定的零测度集合，证明存在一个单调的函数 f，使得 f 在集合

E 上不可导。
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