
2021 春实分析(H)期末 

授课教师：任广斌 时间：2 小时 30 分钟 

1.ℝ上的广义 Riemann 积分是否一定 Lebesgue 可积？反之是否成立？（举例说

明） 

 

2.设𝑓 ∈ BV[0,1]，集合𝐸 = {𝑥 ∈ [0,1]|𝑓′(𝑥) = ∞}是否 Lebesgue 可测？ 

 

3.设𝑓, 𝑔 ∈ AC[0,1]且𝑔([0,1]) ⊂ [0,1]，是否一定有𝑓 ∘ 𝑔 ∈ AC[0,1]？ 

 

4.设𝑓 ∈ 𝐿(𝐸)，证明： 

∫|𝑓(𝑥)|𝑝d𝑥

𝐸

= ∫ 𝑝𝜆𝑝−1𝑚({𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) > 𝜆})d𝜆
∞

0

 

5.设有抽象正测度𝜇，定义 

‖𝑓‖𝐿∞(ℝ,𝜇) = inf{𝑀 > 0|𝜇({𝑥 ∈ ℝ||𝑓(𝑥)| > 𝑀}) = 0} 

(1) 对𝑓 ∈ 𝐿∞(ℝ) ∩ 𝐶(ℝ)和ℝ上 Lebesgue 测度𝑚，证明： 

‖𝑓‖𝐿∞(ℝ,𝑚) = sup
𝑥∈ℝ

|𝑓(𝑥)| 

(2) 对狄拉克测度𝛿0，举例说明(1)不对； 

(3) 设𝑓 ∈ 𝐿∞(ℝ)，是否一定存在𝑔 ∈ 𝐶(ℝ)使得𝑓 = 𝑔𝑎. 𝑒. 𝑥 ∈ ℝ？ 

6.设{𝑓𝑘}为𝐸上可数可测函数列，满足 

∫𝑓𝑘
2d𝑥 ≤ 2021

𝐸

, ∫ 𝑓𝑘𝑓𝑗d𝑥

𝐸

= 0, ∀𝑘 ≠ 𝑗 

证明： 

∑∫(
1

𝑛𝛽
𝑓𝑘)

2

d𝑥 ≤
2021

𝑛2𝛽−2
𝐸

𝑛2

𝑘=1

, lim
𝑛→∞

∑(
1

𝑛𝛽
𝑓𝑘)

2𝑛2

𝑘=1

= 0𝑎. 𝑒. 𝑥 ∈ ℝ 



7.设𝑓, 𝑔 ∈ ℒ+(𝐸)，满足 

𝑚{𝑥 ∈ 𝐸||𝑔(𝑥) > 𝑡} ≤
1

𝑡
∫ 𝑓(𝑥)d𝑥

{𝑥∈𝐸||𝑔(𝑥)>𝑡}

 

对∀𝑝 ∈ (1,+∞)，证明： 

(∫(𝑔(𝑥))
𝑝
d𝑥

𝐸

)

1
𝑝

≤
𝑝

𝑝 − 1
(∫(𝑓(𝑥))

𝑝
d𝑥

𝐸

)

1
𝑝

 

8.设𝐸零测，开集列𝒪𝑘 ⊃ 𝐸，𝑚(𝒪𝑘) <
1

2𝑘
，令 

Φ(𝑥) = ∫ ∑𝜒𝒪𝑘(𝑡)d𝑡

∞

𝑘=1

𝑥

0

 

证明Φ(𝑥) ∈ 𝐶(ℝ)，且Φ′(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝐸 

 

9.设𝑓是ℝ2上的可测函数，且‖𝑓‖𝐿1(ℝ2) = 1。通过估计 

∫ ∫
𝑓(𝑦)

|𝑦 − 𝑥|
d𝑦d𝑥

ℝ2|𝑥|≤1

 

证明存在|𝑥0| ≤ 1，使得∫
𝑓(𝑦)

|𝑦−𝑥0|
d𝑦

ℝ2
< 2021 

 

10.设𝑓(𝑥)在ℝ上处处可导，且𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ), 𝑓′ ∈ 𝐿2(ℝ)。证明： 

(1)任给闭区间[𝑎, 𝑏]，有𝑓 ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏]； 

(2) lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 0 


