
2021年中国科学技术大学新生入学考试
数学学科

2021年8月28日 15:00-17:00

一、填空题(40分)

1. 函数f .x/ D jjx � 20j � 21j的单调递增区间是 .

2.定义函数列ffng为：f1.x/ D
x cos � � sin �
x sin � C cos �

,对任意n 2 N�有fnC1.x/ D f1.fn.x//,其中�是

常数，则f2021.x/ D .

3. 不等式组

8<:jx C yj � 1

x2 C y2 � 2
表示的平面区域的面积为 .

4. 设向量 Ę; Ě满足j Ęj2 C j Ěj2 � Ę � Ě � 1,则j Ęj2 � j Ěj2的最大值为 .

5. 设动点A;B;C按逆时针排列, A;B分别在x; y轴上, AB D 5; AC D 4; BC D 3,则C的轨迹

方程是 .

6. 双曲线.x C 1/.y � 2/ D 3的距离原点最近的准线方程是 .

7. 计算
1010P
kD0

.�1/kC 2k
2021 D .

8. 随机选取f1; 2; 3; 4; 5; 6g的三元子集fa; b; cg.则abc的数学期望是 .

二、解答题(60分)

9.(20分)设正四棱锥P -ABCD的所有棱长都是2,E;F;G分别是棱AD;CD;BP的中点,P -ABCD被

平面EFG分成两部分,求其中棱锥部分的体积.

10.(15分) 求所有实数a; b使得在直线y D b上且满足jPF1j � jPF2j D 1的点P恰有2个，其

中F1;2 D .˙a; 0/.

11.(15分)证明：对任意复数a; b; c,存在复数z满足jzj D 1且j.z� a/.z� b/.z� c/j � 1Cjabcj:

12.(10分)设a1 � � � ; an是两两不同的实数, n WD 2021,证明:
nP

iD1

nQ
jD1;j¤i

ai C aj

ai � aj

D 1.

参考解答

1. 函数f .x/ D jjx � 20j � 21j的单调递增区间是Œ�1; 20�和Œ41;C1/.

2.定义函数列ffng为：f1.x/ D
x cos � � sin �
x sin � C cos �

,对任意n 2 N�有fnC1.x/ D f1.fn.x//,其中�是

常数，则f2021.x/ D
x cos 2021� � sin 2021�
x sin 2021� C cos 2021�

.

3. 不等式组

8<:jx C yj � 1

x2 C y2 � 2
表示的平面区域的面积为

2�

3
C
p
3.

4. 设向量 Ę; Ě满足j Ęj2 C j Ěj2 � Ę � Ě � 1,则j Ęj2 � j Ěj2的最大值为
2
p
3

.

5. 设动点A;B;C按逆时针排列, A;B分别在x; y轴上, AB D 5; AC D 4; BC D 3,则C的轨迹

方程是4x C 3y D 0.
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6. 双曲线.x C 1/.y � 2/ D 3的距离原点最近的准线方程是x C y D 1 �
p
6.

7. 计算
1010P
kD0

.�1/kC 2k
2021 D�2

1010.

8. 随机选取f1; 2; 3; 4; 5; 6g的三元子集fa; b; cg.则abc的数学期望是
147

4
.

9.(20分)设正四棱锥P -ABCD的所有棱长都是2,E;F;G分别是棱AD;CD;BP的中点,P -ABCD被

平面EFG分成两部分,求其中棱锥部分的体积.

解：建立空间直角坐标系，设A.�1; 1; 0/; B.1; 1; 0/; C.1;�1; 0/;D.�1;�1; 0/; P.0; 0;
p
2/, 则

有E.�1; 0; 0/; F.0;�1; 0/; G.1
2
; 1

2
; 1
p

2
/. 此时可计算得平面EFG的法向量为n D .�1;�1; 2

p
2/, 从

而该平面与平面ABCD夹角为arccos
2
p
5

.

下面假设平面EFG交PA;PC于点I.�t; t; .1 � t /
p
2/; J.t;�t; .1 � t /

p
2/. 由于 EEI ? n,计算

可得t D
3

4
. 进而点I; J;G在平面ABCD上的投影分别为I 0.�3

4
; 3

4
; 0/; J 0.3

4
;�3

4
; 0/; G 0.1

2
; 1

2
; 0/:可以

计算出SEFJGI D
p
5,而P到平面EFG的距离是h D

3
p
10

,所以VP -EFJGI D
1
p
2

. 最后, VP -DEF D

p
2

6
,从而所求体积为VP -EDFJGI D

p
2

3
.

10.(15分) 求所有实数a; b使得在直线y D b上且满足jPF1j � jPF2j D 1的点P恰有2个，其

中F1;2 D .˙a; 0/.

解：设P.x; b/. 据条件有1 D ..x C a/2 C b2/..x � a/2 C b2/, 等式右边定义为f .x/. 求导可

得f 0.x/ D 4x.x2 � a2 C b2/:若a2 � b2,则f在R�上单调递减,在R�上单调递增. f .x/ D 1有两个

解当且仅当f .0/ D a2 C b2 < 1. 若a2 > b2,此时设c D
p
a2 � b2,则f在.�1;�c/和.0; c/单调递

减, .�c; 0/; .c;C1/单调递增, f .˙c/ D 4a2b2,所以f .x/ D 1有两解当且仅当f .0/ < 1或f .c/ D 1.

这样，a; b要满足的条件为a2 C b2 < 1或者“jabj D
1

2
且jaj > jbj”.

11.(15分)证明：对任意复数a; b; c,存在复数z满足jzj D 1且j.z� a/.z� b/.z� c/j � 1Cjabcj:

证明：设f .z/ D .z � a/.z � b/.z � c/. 当abc D 0时, 据韦达定理容易得知z3 D 1的三

根z1; z2; z3满足max 1 � i � 3jf .zi /j � 1. 若abc ¤ 0,考虑方程z3 D �
abc

jabcj
的三根z1; z2; z3. 首先，

三个根的模长都是1，其次根据韦达定理，其求和和平方和均为0，这样可以算出f .z1/C f .z2/C

f .z3/ D �3abc

�
1C

1

jabcj

�
,其模长为3.1C jabcj/ > 3,所以必有某个i 2 f1; 2; 3g使得jf .zi /j � 1.

12.(10分)设a1 � � � ; an是两两不同的实数, n WD 2021,证明:
nP

iD1

nQ
jD1;j¤i

ai C aj

ai � aj

D 1.

证明：设所求式子为S . 考虑函数F.x/ D
nQ

iD1

.x C ai /和 G.x/ D
nP

iD1

f .ai /
nQ

j¤i

x � aj

ai � aj

. 则可以

发现G.0/ D 2a1 � � � an � S . 另一方面，据拉格朗日多项式插值，知道g.x/ D f .x/C f .�x/; g.0/ D

2a1 � � � an. 所以S D 1.
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