
微微微分分分方方方程程程II第第第二二二次次次阶阶阶段段段测测测验验验

考试时间：2021年6月2日19:00―21:30

除特别说明外，试卷中的𝑈均为R𝑛中的有界开集，𝜕𝑈 ∈ 𝐶∞.

1.(10分)设𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈).试给出如下边值问题弱解𝑢 ∈ 𝐻1(𝑈)的定义，并证明弱解的存在性和唯一性.⎧⎨⎩ −∆𝑢 = 𝑓 𝑖𝑛 𝑈

𝑢 + 2
𝜕𝑢

𝜕𝜈
= 0 𝑜𝑛 𝜕𝑈

2.(20分)设𝑈 = (0, 2𝜋) × (0, 2𝜋).

(1)(6分)方程 {︃
∆𝑢 + 𝜆𝑢 = 0 𝑖𝑛 𝑈

𝑢 = 0 𝑜𝑛 𝜕𝑈

在𝜆取何值时有非零解？计算此时的𝜆及对应的解𝑢.

(2)(6分)证明：方程 ⎧⎨⎩ ∆𝑢 +
5

4
𝑢 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 𝑖𝑛 𝑈

𝑢 = 0 𝑜𝑛 𝜕𝑈

存在弱解𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈)的充分必要条件是𝑎 = 𝑏 = 0.

(3)(8分)用Lax-Milgram定理证明 ⎧⎨⎩ ∆𝑢 +
1

4
𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2 𝑖𝑛 𝑈

𝑢 = 0 𝑜𝑛 𝜕𝑈

存在唯一弱解𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈)，并证明

∫︁
𝑈

𝑢2𝑑𝑥 ≤ 128𝜋2

3
.

3.(20分)设𝑢 ∈ 𝐶2(𝑈)为方程

𝐿𝑢 =

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖𝑥𝑗 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑢𝑥𝑖 = 0 𝑖𝑛 𝑈

的解，且𝑢 > 0，𝐿的系数满足𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖，𝑎𝑖𝑗 , 𝑏𝑖 ∈ 𝐶1(𝑈)(𝑖, 𝑗 = 1 . . . 𝑛)，存在常数𝜆 > 0，Λ > 0使得对于几乎处处

的𝑥 ∈ 𝑈，𝜉 ∈ R𝑛，𝜆 |𝜉|2 ≤
𝑛∑︀

𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≤ Λ |𝜉|2.证明：对于任意𝑉 ⊂⊂ 𝑈，存在𝐶 > 0使得

sup
𝑉

𝑢 ≤ 𝐶 inf
𝑉

𝑢,

其中𝐶仅依赖于𝑉和𝐿的系数.

4.(30分)设𝑢 ∈ 𝐻1
0 (𝑈)为边值问题 ⎧⎨⎩ 𝐿𝑢 = −

𝑛∑︀
𝑖,𝑗=1

(︀
𝑎𝑖𝑗𝑢𝑥𝑖

)︀
𝑥𝑗

= 𝑓 𝑖𝑛 𝑈

𝑢 = 0 𝑜𝑛 𝜕𝑈

的弱解，𝐿的系数满足𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖，𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶1(𝑈)(𝑖, 𝑗 = 1 . . . 𝑛)，存在常数𝜆 > 0，Λ > 0使得对于几乎处处的𝑥 ∈
𝑈，𝜉 ∈ R𝑛，𝜆 |𝜉|2 ≤

𝑛∑︀
𝑖,𝑗=1

𝑎𝑖𝑗(𝑥)𝜉𝑖𝜉𝑗 ≤ Λ |𝜉|2，𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈).证明：𝑢 ∈ 𝐻2(𝑈)，且成立

‖𝑢‖𝐻2(𝑈) ≤ 𝐶(‖𝑓‖𝐿2(𝑈) + ‖𝑢‖𝐿2(𝑈)),

其中𝐶仅依赖于𝑈和𝐿的系数.

5.(20分)设𝑓 ∈ 𝐿2(𝑈).对于𝜀 > 0，记𝑢𝜀 ∈ 𝐻1
0 (𝑈)为方程

−𝜀∆𝑢𝜀 + 𝑢𝜀 = 𝑓 𝑖𝑛 𝑈

的弱解。证明：𝑢𝜀 → 𝑓 𝑖𝑛 𝐿2(𝑈).
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