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一、 设有曲面的正则参数(𝑢1, 𝑢2)，第一基本形式𝐼 = (𝑓(𝑢1))
2
((𝑑𝑢1)2 +

(𝑑𝑢2)2)，求Γ𝛼𝛽
𝛾 和 Gauss 曲率𝐾. 

 

二、（1）设有可定向曲面Σ，{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}为其上整体定义的幺正标架，𝑒3为其法向。

设𝐷𝑒1𝑒1 ⋅ 𝑒2 = 𝑓1, 𝐷𝑒2𝑒2 ⋅ 𝑒1 = 𝑓2，𝒓(𝑠)为Σ上的曲线与𝑒1夹角𝜃，𝑠为弧长参数，.证

明：𝒓的测地曲率为𝑘𝑔 =
𝑑𝜃

𝑑𝑠
+ cos 𝜃 𝑓1 − sin 𝜃 𝑓2； 

（2）设𝒓(𝑡)为Σ上曲线，𝑽(𝑡)为其切向量场。证明：𝒓为测地线当且仅当存在函数

𝜑(𝑡)，使得
𝐷𝑽

𝑑𝑡
= 𝜑(𝑡)𝑽. 

 

三、设𝑝为正则曲面Σ上一点，𝐾(𝑝)为𝑝处 Gauss 曲率，𝐿(𝑟), 𝐴(𝑟)分别为以𝑝为圆

心的测地圆周长和半径。证明：𝜋2𝐾(𝑃) = lim
𝑟→0

4𝜋𝐴(𝑟)−𝐿(𝑟)2

𝑟4
. 

 

四、设(𝑥, 𝑦)为曲面片Σ的正则参数，Σ的第一基本形式为𝐼 = 4(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2).设𝐶为

Σ上的简单闭曲线，弧长𝐿，围成的区域面积𝐴。证明𝐿2 ≤ 4𝜋𝐴. 

 

五、（1）设Σ是紧致曲面，若存在Σ上函数𝑓使得𝐾 = ΔΣ𝑓，𝐾为Σ的 Gauss 曲率，

证明Σ上必有点 Gauss 曲率分别为正、负、零； 

（2）若取紧致凸曲面的法向为外法向，证明其第二基本形式处处是半负定的。 

 

六、设Σ, Σ̃为𝐸3中的紧致凸曲面，映射𝑓: Σ → Σ̃满足𝑓∗(𝐼Σ̃) = 𝑎𝐼Σ，其中𝐼Σ, 𝐼Σ̃分别



为Σ, Σ̃的第一基本形式，𝑓∗为𝑓的拉回，𝑎为正常数。证明：𝑓是一一映射。 


