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(本卷中，F 为域，群均为有限群，表示 (模) 均为有限维表示 (模)。从 7 道大
题中选取 5 道做，满分 100 分，多做的题不计入总分。需要有详细解题过程。)

1. 设 (V, ρ) 为群 G 的 F -表示。令 V ∗ := HomF (V, F ) 为 V 的对偶空间。考虑
映射 ρ∗ : G → GL(V ∗), 其中 ρ∗(g)(f)(v) := f(g−1v), ∀g ∈ G, f ∈ V ∗, v ∈ V . 证
明：

(1) (V ∗, ρ∗) 为 G 的 F -表示，称为 (V, ρ) 的对偶表示； (4’)
(2) (V, ρ) 不可约当且仅当 (V ∗, ρ∗) 不可约； (4’)
(3) χρ∗(g) = χρ(g

−1), ∀g ∈ G, 其中 χρ∗ �χρ 分别为 ρ∗, ρ 的 F -特征标； (4’)
(4) 若 (V1, ρ1), (V2, ρ2) 均为 G 的不可约 F -表示，则单位表示 (F,1) 为

V1 与 V2 的张量积 (V1 ⊗ V2, ρ1 ⊗ ρ2) 的 F -子表示当且仅当有表示同构
(V2, ρ2) ∼= (V ∗

1 , ρ
∗
1). (8’)

2. n 次对称群 Sn 在集合 X = {x1, · · · , xn} 上有一自然作用，由此诱导出 Sn

的置换表示 (FX, ρ). 令 V = {
n∑

i=1

aixi | ai ∈ F,
n∑

i=1

ai = 0}. 证明：

(1) (V, ρ |V ) 为 (FX, ρ) 的 n− 1 维 F -子表示； (2’)
(2) 若 CharF 6= 2，则 HomG(V, V ) = F； (4’)
(3) 若 CharF 不整除 n，则 V 是 Sn 的不可约 F -表示； (4’)
(4) 求所有 6 阶群的所有不可约实表示 (同构意义下). (10’)

3. 设 G = S4, H = S3.
(1) 求 H 的复特征标表； (3’)
(2) ∀g ∈ G,h ∈ Cg，证明: | {x ∈ G | x−1gx = h} |=| CG(g) |, 其中 Cg 为 g
在 G 中的共轭类，CG(g) 为 g 在 G 中的中心化子； (3’)

(3) 求 H 的每个不可约复特征标 χ 的诱导复特征标 χG； (7’)
(4) 在 (2) 的基础上利用行列正交关系求 G 的复特征标表. (7’)

4. 设 A 是有限维 F -代数。
(1) 证明下述命题等价： (14’)

(a) A 是半单代数 (即左正则 A-模 AA 是半单模);
(b) 任一左 A-模是半单模;
(c) 任一左 A-模是投射模;
(d) 任一左 A-模是内射模;

(2) 设 0 6= a ∈ A，考虑左乘映射 la : A → A 及右乘映射 ra : A → A, 其中
la(x) = ax, ra(x) = xa,∀x ∈ A. 证明： (6’)
(a) la 是右 A-模同态；ra 是左 A-模同态;
(b) 若 F 是代数闭域且 A 是交换代数，则 A 上的单模必是 1 维的.

5. 设 A 是有限维 F -代数。考虑函子 (−)∗ := HomF (−, F ) : A-mod → mod-A.
证明：

(1) ∀M ∈ A-mod, 有左 A-模同构：M ∼= M∗∗； (4’)
(2) (−)∗ 是 fully faithful 函子，即有 F -同构： (4’)

HomA(M,N)
∼→ HomA(M

∗, N∗); f 7→ f∗;
1



2

(3) (−)∗ 将投射模变成内射模；将内射模变成投射模； (4’)
(4) S 是单模当且仅当 S∗ 是单模； (4’)
(5) 设 e ∈ A 为幂等元，M ∈ A-mod. 则有左 eAe-模同构: HomA(Ae,M) ∼=

eM . (4’)

6. 证明：有限维半单代数是对称代数。 (20’)

7. 设 H 是 Frobenius 群 G 的 Frobenius 补。证明：
(1) ∀g ∈ G, gH 也是 G 的 Frobenius 补; 且 G 的任一 Frobenius 补为某个

gH ； (6’)
(2) 若 θ ∈ cfC(H) 且 θ(1) = 0，则 (θG)H = θ; (4’)
(3) 若 θ = φ − φ(1)1H, 其中 φ ∈ IrrC(H),1H 为 H 的单位复特征标，则

θG + φ(1)1G ∈ IrrC(G)； (5’)
(4) 若 N 是相应的 Frobenius 核, (V, ρ) ∈ IrrF (G) 且 U 是 (V, ρN )(即 (V, ρ)

在 N 上的限制表示) 的不可约 F -子表示，则 gU ∈ IrrF (N), ∀g ∈ G.
(5’)


