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一、（30分）

1. 设U � Rn为边界C 1的有界连通开集，1 � p � 1. 证明：存在仅依赖于n; p; U的常

数C > 0使得8u 2 W 1;p.U /有

ku � .u/U kLp.U / � CkrukLp.U /:

2. 设U � Rn为边界C1的有界连通开集, u 2 C 2. NU/且 @u
@N
j@U D 0. 证明:

krukL2.U / � Ck�ukL2.U /;

这里C是第一问中的常数。

3. 设u.x/ D jxja 2 H 1.B.0; 1//; x 2 R3,求a的取值范围。
二、（20分）设u.x; y/是如下微分方程的解8<:�u D 1 in B.0; 1/ 2 R2

u D siny on @B.0; 1/:

1. 求u.0; 0/的取值

2. 求infu�.1Cjxj/2H1
0 .B.0;1//

R
B.0;1/

.uC jruj/dx:

三、（20分）设区域U D .0; �/ � .0; �/, u.x:y/是如下方程的解8<:��u D �u in U

u D 0 on @U:

1. 求该问题的第一、第二特征值及其对应的特征函数

2. 对哪些a，如下方程至少存在一个解？为什么？8<:�uC 2u D 4x � a in U

u D 0 on @U:

四、（20分）设U � Rn为边界C 1的有界连通开集，c 2 L1.U /; f 2 L2.U /; u 2 H 1
0 .U /是8<:�uC cu D f in U

u D 0 on @U:

的弱解.

1. 证明对任意开集W �� U有

kukH1.W / � C.W;U; kckL1/.kf kL2.U / C kukL2.U //:

1



2. 进一步假设U D B.0; 1/ \ RnC; V D B.0; 1=2/ \ RnC. 证明: 内部正则性估计成立

kukH2.V / � C.kckL1/.kf kL2.U / C kukL2.U //:

五、（10分）设u 2 C 2.B.0; 1//是�uC c.x/u D 0的一个正解(即u > 0),其中c 2 C1.B.0; 1//.

证明：存在常数C.n; kckC 1/ > 0，使得如下估计成立

sup
B.0;1=2/

jr loguj � C:

六、（20分）设U � Rn为边界C1的有界连通开集，UT WD U � .0; T /.
1. 设f 2 C1.UT /; g 2 H 1

0 .U /. 若u 2 C
1.UT /满足方程8̂̂̂<̂

ˆ̂:
@tu ��u D f .x; t/ in UT

u D 0 on @U

u.x; 0/ D g.x/ on ft D 0g:

证明：对t 2 Œ0; T �存在常数C D C.n/ > 0使得

sup
0�t�T

ku.�; t /kL2.U / C kukL2.0;T IH1
0 .U //

� C.kf kL2.0;T IL2.˝/ C kgkL2.˝//:

2. f 2 C1.UT /; g; h 2 C1.U /, u满足如下方程8̂̂̂<̂
ˆ̂:
@2tu ��u D f .x; t/ in UT

@u
@N
D 0 on @U

u.x; 0/ D g.x/; @tu.x; 0/ D h.x/ on ft D 0g:

其能量泛函为E.t/ WD 1
2

R
U
.@tu/

2 C jruj2dx. 证明: 8t 2 Œ0; T �存在常数C D C.T / > 0使得

E.t/ � C

 
E.0/C

Z T

0

Z
U

f 2 dxdt

!
:

七、（30分）(整理者注：这道题曾经是2017年微分方程2期末考试备选题，后被梁兴老师否

决。此题前3问可以在Evans的第9章第4节找到)

设d � 3,有界、连通且边界光滑的开集U � Rd是关于0的星形域,即对于任意x 2 NU ; faxj0 �

a � 1g � NU . 且已知x �N.x/ � 0 on @U:设u 2 C 2. NU/满足方程:8<:��u D juj
p�1u in U

u D 0 on @U:

1. (原试卷没有第一问)证明: Z
U

jDuj2dx D

Z
U

jujpC1dx:

2. (Derrick-Pohozaev恒等式)利用在方程两边同时乘以.x �Du/并在U上积分,证明:�
d � 2

2

�Z
U

jDuj2dx C
1

2

Z
@U

jDuj2.N � x/dS D
d

p C 1

Z
U

jujpC1dx

3. 证明当p > dC2
d�2
时,原方程只有零解.

4. 设在三维空间中v 2 C1.B.0; 1//是方程v�v D 3
2
jrvj2的正解。利用中方程两边同时乘

以v�b.x � rv/后分部积分(b为待定系数)去证明如下恒等式：

�
1

2

Z
B.0;1/

v�3jrvj2dx D

Z
@B.0;1/

�
v�3.v �N/2 �

1

2
v�3jrvj2

�
dS:

2


