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1.(15 分) 

设{𝜆𝑛}是一个正数列，∑ 𝜆𝑛
∞
𝑛=1 = +∞，数列{𝑥𝑛}收敛到实数𝑎。求如下数列的极限： 

𝑦𝑛 =
𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑥𝑛

𝜆1 + 𝜆2 +⋯+ 𝜆𝑛

2.(15 分) 

设函数𝑓是2𝜋周期的𝑘阶连续可微函数(𝑘 ≥ 1), 𝑎𝑛(𝑛 ≥ 0), 𝑏𝑛(𝑛 ≥ 1)是𝑓的 Fourier 系数。

证明 

𝑎𝑛 = 𝑜 (
1

𝑛𝑘
) , 𝑏𝑛 = 𝑜 (

1

𝑛𝑘
). 

3.(20 分) 

   设𝑓是有界闭区间[𝑎, 𝑏]上的连续函数且𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) = 1. 

（1）证明𝑓−1(1) = {𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]|𝑓(𝑥) = 1}是闭集； 

（2）证明集合𝐷 = [𝑎, 𝑏]\𝑓−1(1)是一个开集； 

（3）设𝐷分解为一列两两无交的开区间（有限或者可数）{(𝑎𝑛, 𝑏𝑛)|𝑛 = 1,2,⋯ }的并集，证明：

数集𝐸 = {𝑏𝑛 − 𝑎𝑛|𝑛 = 1,2,⋯ }有最大元. 

4.(20 分) 

设𝑓是区间[0,1]上的黎曼可积函数，且𝑓在𝑥 = 0连续。定义函数列𝑓𝑛如下： 

𝑓𝑛(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡𝑛)𝑑𝑡
𝑥

0

, 𝑥 ∈ [0,1], 𝑛 = 1,2,⋯. 

（1）求函数列{𝑓𝑛}的极限（不需要证明）； 

（2）证明函数列{𝑓𝑛}一致收敛. 

5.(15 分) 

设{𝑥𝑛}是一个有界数列，𝐸是它的极限点集。若 lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛+1 − 𝑥𝑛) = 0，证明𝐸是一个闭区

间（包含独点集的情形）。 

6.(15 分) 

   设幂级数∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=1 的收敛半径是 1，且𝑛𝑎𝑛 → 0(𝑛 → ∞)。记𝑓(𝑥) = ∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=1 ，证明：

若 lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = 𝐴，则∑ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1 = 𝐴. 
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