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1. �是一个符号测度，证明：集合E是�-null的，当且仅当j�j.E/ D 0:

2.设.X;M/; .Y;N /是两个可测空间，�是.X;M/上的有限符号测度，F W .X;M/! .Y;N /是
可测映射。定义

.F��/.B/ D �.F
�1.B//; 8B 2 N :

(1)证明：F��是.Y;N /上的有限符号测度；
(2)设f W Y ! R上可测函数，且有f ı F可积。证明：Z

f dF�� D

Z
f ı F d�:

3. (1)设1 � p � r � 1;证明: Lp C Lr在赋予如下范数时是Banach空间.

kf k WD inffkgkLp C khkLr

ˇ̌
f D g C h; g 2 Lp; h 2 Lr

g

(2)若p < q < r ,证明：嵌入映射Lq ,! Lp C Lr是连续的。

4. 设�; �是可测空间.X;M/上的有限正测度, � D �C �.

(1)证明：存在g 2 L2.�/,使得对任意f 2 L2.�/都有下式成立：Z
f d� D

Z
fg d�:

由此可得对任意f 2 L2.�/成立下式：Z
f .1 � g/ d� D

Z
fg d�I

(2)证明: 0 � g � 1, a.e.;

(3)令A D fxjg.x/ < 1g; B D fxjg.x/ D 1g. 设�a.E/ WD �.A \ E/; �s.E/ WD �.B \ E/. 证明:

�a << �; �s ? �:

5. 设1 < p; q; r <1满足1=p C 1=q D .1=r/C 1,求证：

kf � gkLr .p;q kf kLpkgkLq;1 :

1


