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(20 分) 设 S : r⃗ = r⃗(u, v) = (u, v, f(u, v))T , (u, v) ∈ D 为 R3 中的光滑参数曲面。其中

D 为 R3 上的单连通区域。计算曲面 S 的 Gauss 曲率和平均曲率。

Proof. 计算可知
ru = (1, 0, fu), rv = (0, 1, fv),n =

(−fu,−fv, 1)√
1 + f2

u + f2
v

ruu = (0, 0, fuu), ruv = (0, 0, fuv), rvv = (0, 0, fvv)

从而得出第一基本量：

E =< ru, ru >= 1 + f2
u

F =< ru, rv >= fufv

G =< rv, rv >= 1 + f2
v . . . . . . . . . (5

′)

第二基本量：

L =< ruu,n >=
fuu√

1 + f2
u + f2

v

M =< ruv,n >=
fuv√

1 + f2
u + f2

v

N =< rvv,n >=
fvv√

1 + f2
u + f2

v

. . . . . . . . . (5′)

Gauss 曲率为：
K =

LN −M2

EG− F 2
=

fuufvv − f2
uv

(1 + f2
u + f2

v )
2
. . . . . . . . . (5′)

平均曲率为：

H =
1

2

LG− 2MF +NE

EG− F 2
=

fuu(1 + f2
v ) + fvv(1 + f2

u)− 2fuvfufv

2(1 + f2
u + f2

v )
3
2

. . . . . . . . . (5′)

其中平均曲率 H 少 1/2 的扣 1 分。
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(20 分) 考虑 R3 中的参数曲面 S : r⃗ = r⃗(u, v) = (u, v, f(u, v))T , (u, v) ∈ (−π/2, π/2).

其中，f(u, v) = ln cos(u)− ln cos(v).

(i) 计算曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式。

(ii) 证明 S 是极小曲面。

Proof. (i) (8′)

带入 1 中的计算可得：

E = 1 + f2
u =

1

cos2 u ;

F = fufv = − tanu tan v;

G = 1 + f2
v =

1

cos2 v ;

L =
fuu√

1 + f2
u + f2

v

= − 1

cos2 u
1√

1 + tan2 u+ tan2 v
;

M =
fuv√

1 + f2
u + f2

v

= 0;

N =
fvv√

1 + f2
u + f2

v

=
1

cos2 v
1√

1 + tan2 u+ tan2 v

于是第一基本形式为：

I =
1

cos2 ududu− 2 tanu tan vdudv +
1

cos2 vdvdv . . . . . . . . . (4
′)

第二基本形式为：

II =
1√

1 + tan2 u+ tan2 v
(− 1

cos2 ududu+
1

cos2 vdvdv) . . . . . . . . . (4
′)

(ii) (12′)

H =
1

2

LG− 2MF +NE

EG− F 2

=
1

2

1√
1 + tan2 u+ tan2 v(EG− F 2)

(− 1

cos2 u
1

cos2 v +
1

cos2 v
1

cos2 u)

=0 . . . . . . . . . (12′)
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(15 分) 设 C : r⃗ = r⃗(s), s ∈ [c, d] ⊂ (a, b) 为 R2 中的正则光滑曲线，其中 s 为弧长参
数。记 t⃗(s) = ˙⃗r(s), 并记 n⃗(s) 为 R2 上由 t⃗(s) 逆时针旋转 π/2 得到的向量。我们知道：

˙⃗t(s) = κ(s)n⃗(s).
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其中，κ(s) 为平面曲线 C 的曲率。定义如下函数 θ = θ(s), s ∈ [c, d] :

θ(s) =

∫ s

c
κ(u)du.

试证明：∀s1, s2 ∈ [c, d],

(⃗t(s2), n⃗(s2)) = (⃗t(s1), n⃗(s1))

(
cos(θ(s2)− θ(s1)) − sin(θ(s2)− θ(s1))

sin(θ(s2)− θ(s1)) cos(θ(s2)− θ(s1))

)
.

Proof. 记 (x⃗(s2), y⃗(s2)) = (⃗t(s1), n⃗(s1))

(
cos(θ(s2)− θ(s1)) − sin(θ(s2)− θ(s1))

sin(θ(s2)− θ(s1)) cos(θ(s2)− θ(s1))

)
.

对 s2 求导有：

d(x⃗(s2), y⃗(s2))

ds2
=(⃗t(s1), n⃗(s1))

(
− sin(θ(s2)− θ(s1))θ̇(s2) − cos(θ(s2)− θ(s1))θ̇(s2)

cos(θ(s2)− θ(s1))θ̇(s2) − sin(θ(s2)− θ(s1))θ̇(s2)

)

=(⃗t(s1), n⃗(s1))

(
cos(θ(s2)− θ(s1)) − sin(θ(s2)− θ(s1))

sin(θ(s2)− θ(s1)) cos(θ(s2)− θ(s1))

)(
0 −κ(s2)

κ(s2) 0

)

=(x⃗(s2), y⃗(s2))

(
0 −κ(s2)

κ(s2) 0

)

且 (x⃗(s2), y⃗(s2)) |s2=s1= (⃗t(s1), n⃗(s1))

由微分方程解的唯一性，知

(x⃗(s2), y⃗(s2)) = (⃗t(s2), n⃗(s2))

ps.(除解方程和利用常微分方程存在唯一性等方法。知道要证明 θ 是旋转角度 3 分，标架方程
3 分，剩余过程 9 分酌情给分，所有作不严谨的近似不可以作为证明。)
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(15 分) C : r⃗ = r⃗(s), s ∈ (a, b) 为 R3 中的正则光滑曲线，其中 s 为弧长参数。记
κ(s), τ(s) 为曲线 C 的曲率和挠率。假定 C 落在某个半径为 R 的球面上并且 τ(s) 处处非零。

(i) 证明：κ(s) 处处非零。

(ii) 试证 κ
τ

d
ds(

1
κ2τ

dκ
ds ) 为常数，并求出这个常数。

Proof. (i) (5′)

由 r⃗ = r⃗(s) 落在半径为 R 的球面上知，存在 r⃗0 使得

< r⃗(s)− r⃗0, r⃗(s)− r⃗0 >= R2�∀s ∈ (a, b)

求导可得

< ˙⃗r, r⃗ − r⃗0 >= 0 (4.1)

再求导可知：

< ¨⃗r, r⃗ − r⃗0 > + < ˙⃗r, ˙⃗r >= 0 (4.2)

由 s 为弧长参数可知 < ˙⃗r, ˙⃗r >= 1

而 ¨⃗r = κ(s)n⃗(s), 故由 (4.2) 可知，κ(s) 处处非零。
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(ii) (10′)

对 (4.2) 求导有：
<

...
r⃗ , r⃗ − r⃗0 > +3 < r̈, ṙ >= 0

也就是：

<
...
r⃗ , r⃗ − r⃗0 >= 0 (4.3)

从而

0 =< (κ(s)n⃗(s))′, r⃗ − r⃗0 >

=< κ̇(s)n⃗(s) + κ(s)(−κ(s)⃗t(s) + τ(s)⃗b(s)), r⃗ − r⃗0 >

(4.1)====< κ̇(s)n⃗(s) + κ(s)τ(s)⃗b(s), r⃗ − r⃗0 >

于是

< κ̇(s)n⃗(s) + κ(s)τ(s)⃗b(s), r⃗ − r⃗0 >= 0 (4.4)

再对 (4.4) 求导可知

0 =< (κ̇(s)n⃗(s) + κ(s)τ(s)⃗b(s))′, r⃗ − r⃗0 > + < κ(s)n⃗(s) + κ(s)τ(s)⃗b(s), t⃗(s) >

=< (κ̇(s)n⃗(s) + κ(s)τ(s)⃗b(s))′, r⃗ − r⃗0 >

=< (κ̈− κτ2)n⃗+ (2κ̇τ + κτ̇ )⃗b− κ̇κt⃗, r⃗ − r⃗0 >

(4.1)====< (κ̈− κτ2)n⃗+ (2κ̇τ + κτ̇ )⃗b, r⃗ − r⃗0 >

从而

< (κ̈− κτ2)n⃗+ (2κ̇τ + κτ̇ )⃗b, r⃗ − r⃗0 >= 0 (4.5)

结合 (4.1),(4.4),(4.5) 可知

t⃗(s), κ̇(s)n⃗(s) + κ(s)τ(s)⃗b(s), (κ̈− κτ2)n⃗+ (2κ̇τ + κτ̇ )⃗b

均与 r⃗ − r⃗0 垂直，故其应在同一个平面上，混合积为 0. 也就是

0 =< t⃗(s) ∧ (κ̇(s)n⃗(s) + κ(s)τ(s)⃗b(s), (κ̈− κτ2)n⃗+ (2κ̇τ + κτ̇ )⃗b >

= −κτ(κ̈− κτ2) + κ̇(2κ̇τ + κτ̇)
(4.6)

另一方面，

d

ds
(

1

κ2τ

dκ

ds
) =

κ̈(κ2τ)− κ̇(2κκ̇τ + κ2τ̇)

(κ2τ)2

=
κ̈κτ − 2κ̇2τ − κκ̇τ̇

κ3τ2

结合 (4.6) 可知，κ̈κτ − 2κ̇2τ − κκ̇τ̇ = κ2τ3

故 κ
τ

d
ds(

1
κ2τ

dκ
ds ) = 1

ps.( 第一问我们知道 κ=0 的时候，不能定义标架，题目本身有些问题，基本都给了分，
同样，所有称在附近为直线的这样的描述是不能作为证明的。第二问对球面曲线方程求导，

并得到曲率挠率关系 3 分，过程正确 6 分，结果常数算出为 1 满分)
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(30 分) 给定 R3 中的正则光滑曲线 C : ρ⃗ = ρ⃗(u), u ∈ (u0, u1). 这里，u 为弧长参数。

记 κ(u) 为曲线 C 的曲率。假定 ∀u ∈ (u0, u1)，有 0 < κ(u) < 1/a, 其中 a 是一个正实数。记

N⃗ = N⃗(u) 和 B⃗ = B⃗(u) 为曲线 C 的主法向量和副法向量。考察参数曲面

S : r⃗ = r⃗(u) = ρ⃗(u) + aN⃗(u) cos v + aB⃗(u) sin v, u ∈ (u0, u1), v ∈ (0, 2π).

(i) 证明：S 为正则曲面。

(ii) 判断 r⃗u(u, v) 和 r⃗v(u, v) 是否为 S 在点 (u, v) 处的主方向，并说明理由。

(iii) 当 ρ⃗ 为平面曲线时，求曲面 S 的主曲率、平均曲率，并判断该曲面是否为极小曲面。

Proof. (i) (8′)

记 T⃗ (u) 为曲线 C 的切向量。则

ru =T(u) + a(−κ(u)T(u) + τ(u)B(u)) cos v + a(−τ(u)N(u)) sin v

=(1− aκ(u) cos v)T(u)− aτ(u) sin vN(u) + aτ(u) cos vB(u) . . . . . . . . . (2′)

rv =− aN(u) sin v + aB(u) cos v . . . . . . . . . (2′)

从而 ru ∧ rv = −a(1− aκ(u) cos v)(cos vN(u) + sin vB(u)), v ∈ (0, 2π) . . . . . . . . . (2′)

由 κ(u) < 1/a 可知 ru ∧ rv ̸= 0. . . . . . . . . . (2′)

从而 S 为正则曲面 (可微性显然)。
ps.(凡得出 ru ∧ rv ̸= 0 的均可得 8 分, 未得出者按步骤给分)

(ii) (12′)

n =
ru ∧ rv
|ru ∧ rv|

= − cos vN(u)− sin vB(u) . . . . . . . . . (1′)

从而可知：

−nu =− κ(u) cos vT(u) + τ(u) cos vB(u)− τ(u) sin vN(u) . . . . . . . . . (1′)

−nv =
1

a
rv . . . . . . . . . (1′)

于是 W(rv) = −nv = 1
arv，可得 rv 为主方向 . . . . . . . . . (1′)

ps.(凡得出 rv 为主方向的均可以得到上述 4 分, 未得出者按步骤给分)
下面来考察 ru:
nu 为主方向 ⇔ ∃λ(u, v)s.t.W(ru) = −nu = λru
⇐⇒


λ(1− aκ(u) cos v) = −κ(u) cos v

−aλτ(u) sin v = −τ(u) sin v

aλτ(u) cos v = τ(u) cos v

(5.1)
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情形 1：
在 (u, v) 处有 τ(u) = 0, 则

λ =
κ(u) cos v

aκ(u) cos v − 1

此时 ru 为主方向 . . . . . . . . . (4′)

情形 2：
在 (u, v) 处有 τ(u) ̸= 0 则 λ = 1/a(由式 (5.1) 的 2，3 两式)，
再代入 1 式可得 1

a = − κ(u) cos v
1− aκ(u) cos v ⇔ 1

a = 0 这是不可能的。

从而此时 ru 不为主方向 . . . . . . . . . (4′)

ps.(凡是用 < ru, rv >= 0 判断主方向的：得出 τ = 0 时，ru, rv 为主方向得 4 分；认为
< ru, rv ≯= 0 得出 ru, rv 均非主方向的不得分。此外按步骤给分)

(iii) (10′)

此时 τ(u) = 0, 对应情形 1. . . . . . . . . (2′)
ps.(第二问没有算对的同学，得出第一、第二基本量得 2 分)
从而主曲率为 − κ(u) cos v

1− aκ(u) cos v ,
1
a . . . . . . . . . (4

′)

平均曲率为：

H =
1

2
(
1

a
− κ(u) cos v

1− aκ(u) cos v ) . . . . . . . . . (2
′)

而 H = 0 ⇔ cos v =
1

2aκ(u)
,∀(u, v)

这是不可能的，故非极小曲面 . . . . . . . . . (2′)
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