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1. (1)叙述弱导数的定义，并简单描述定义的动机；

(2)设U � Rn是区域，u在U上的经典导数a.e.存在，问:u在U上的弱导数是否存在？若是，请

证明；若否，举出反例并验证。

2. (1)叙述Sobolev空间的定义；

(2)设U D B.0; 1=2/ � Rn，令u.x/ D j log jxjja,给出a; n; p满足的条件使得u 2 W 1;p.U /;

(3)将U换成B.0; 2/nB.0:1=2/,求a; n的条件使得u 2 H 1.U /.

3. 设1 < p <1, U是有界开区域.

(1)设u 2 L1
loc
.U /且弱导数ru存在。若f 2 C 1.R/满足supx2R jf

0.x/j < 1,证明复合函数f ı

u的弱导数存在并满足r.f ı u/ D .f 0 ı u/ru;

(2) Evans 5.18题；

(3)证明：若u 2 W 1;p.U /，则juj 2 W 1:p.U /并计算其弱导数和W 1;p范数。

(4)若u 2 W 1;p.U /，证明对任意常数c有ru D 0 a.e. on fx W u.x/ D cg.

4. 设1 < p <1, U是有界开区域并且边界C 1, n � 2.

(1)叙述定义：Lp.U /上的序列弱收敛；

(2)设fukg是W 1;p中的有界序列，证明：存在子列fukj
g; u 2 W 1;p. 使得ukj

* u in W 1;p;

(3)设fukg是W 1;p中的非负有界序列，且1 � p < n. 证明存在子列fukj
g; u 2 W 1;p. 使得Z

U

u
p��1

kj
vdx !

Z
U

up
��1vdx:

5. (1) 设1 � p � q � 1; u 2 Lp \ Lq . 证明kukLr � kukaLpkuk
1�a
Lq , 其中0 � a � 1; 1=r D

a=p C .1 � a/=q;

(2)设1 < p < n; 1 � q < r < p�,对某个a 2 .0; 1/和某个常数C > 0有

kukLr .Rn/ � ckuk
�
Lqkruk

1��
Lp ; 8u 2 W

1;p
\ Lq:

用scaling方法求�并证明这个不等式。

6. 设U是有界开区域，n � 2; 2 � p <1.考虑p-Laplacian方程:8<:�pu WD div .jrujp�2ru/ D f .x/ in U

u.x/ D 0 on @U:

称u 2 W 1;p
0 是该方程的弱解是指：对任意� 2 W

1;p
0 成立Z

U

jrujp�2ru � r� D

Z
U

f �dx

. 现已知该问题的能量泛函为

EŒu� D
1

p

Z
U

jrujpdx �

Z
U

f udx:
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(1)证明: u�是如上边值问题的弱解，当且仅当EŒu�在u�处的Fréchet导数是0；

(2)证明：存在常数u > 0使得EŒu� � �C;8u 2 W 1;p
0 ;

(3)设fukg是W
1;p
0 中的有界序列，证明：存在子列fukj

g 2 W
1;p
0 . 使得

EŒlim inf
j

ukj
� � lim inf

j
EŒukj

�I

(4)证明：存在u� 2 W
1;p
0 使得EŒu�� D infu2W 1;p

0
EŒu�,从而u�为如上边值问题的解。
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