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1. (15 分) 设 X1 ∼ N(0, 1), X2 ∼ N(µ, 1), 且 X1 与 X2 独立, 求 Y = X2
1 +X2

2 的特征函

数.

2. (15 分) 设随机变量 X 的分布列为 P (X = xk) = pk, k = 1, 2, · · · , n, 证明对任一可测函
数 g 有熵不等式 H(g(X)) ≤ H(X).

3. (15 分) 设 X,Y 为独立同的非负随机变量, 其密度函数 f 在 (0,+∞) 上连续. 若对任何
u > 0 给定 X + Y = u 时 X 为 [0, u] 上均匀分布, 试证 X 服从指数分布.

4. (15 分) Sn =
∑n

k=1 Xk 为独立同随机变量之和, 若矩母函数 M(t) = E(etX1) 存在, 证明
对 t > 0 有

P (X1 ≥ a) ≤ e−atM(t),

并进一步对 P (X1 = 1) = P (X1 = −1) = 1
2
证明

P (Sn ≥ a) ≤ e−
a2

2n , a > 0.

5. (15 分) 设 {Xk} 为相互独立的随机变量列, P (Xk = 1) = 1
k
, P (Xk = 0) = 1 − 1

k
, 记

Sn =
∑n

k=1 Xk. 试选择适当的数列 µn, σn 并验证

1

σn

(Sn − µn)
D−→ N(0, 1).

6. (15 分) 设 {Xk}k≥1 为非负随机变量列, E(X1) = µ > 0, Sn =
∑n

k=1 Xk, 令 N(t) =

max{n : Sn ≤ t}. 试证
(1)P (limt→∞N(t) = ∞) = 1.

(2) 1
t
N(t)

a.s.−−→ 1
µ
, t → ∞.

7. (10 分) 实对称随机矩阵 An = [aij ]
n
i,j=1, 这里 {aij : 1 ≤ i ≤ j ≤ n} 相互独立且与 Y 同

分布. 假设 E(Y ) = 0,E(Y 2) = 1, 且 E(|Y |k) < ∞(∀k ≥ 3). 令 Xn,k = 1
n

Tr((An√
n
)k), 试

证当 n → ∞ 时

(1)Xn,k
P−→ γk :=

{
0, k 为奇数,

1
1+k/2

(
k

k/2

)
, k 为偶数.

(2) 进一步假设 Y 各奇阶矩为零, 则有 Xn,3
a.s.−−→ 0.


