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1. (20′) 设 r = r(u, v)为正则曲面片M 的一个参数表示。任意给定一

点 p ∈M , 用 n和 X 分别记该点处的单位长法向量和单位长切向量。

(1) X 和 n张成一个平面，该平面与曲面M 相截所得到的曲线记为

C. 解释曲面M 沿方向向量X的法曲率 κX 的几何意义。

(2) 曲面M 在 p点处的两个主曲率记为 κ1 和 κ2. 叙述并计算法曲率

κX 的 Euler公式。

(3) 设 nφ 为 p点处的单位长向量，使得 〈nφ, X〉 = 0, 并且 nφ 与 n的

夹角为 φ, 0 < φ 6 π. X 和 nφ 张成一个平面 Q，该平面与曲面M 相截所

得到的曲线记为 Cφ.

在平面 Q上取定由 {X,nφ}给出的定向。视 Cφ 为定向平面 Q上的一

条平面曲线，其曲率记为 κφ.

证明：κX = κφ · cosφ.

2. (20′) 如果一条曲线的切向量与一个固定的方向交成定角，则称该曲

线为一般螺线。

(1) 证明：一条曲率处处非零的正则参数曲线是一般螺线当且仅当这

条曲线的挠率与曲率的比值是常数。
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(2) 设 C : r = r(s)是一弧长参数曲线，用 κ(s), τ(s)分别表示曲线 C

的曲率和挠率，假定 κ(s)处处非零，用 t(s), b(s)分别表示曲线 C 的单位

长切向量和单位长副法向量。令 σ(s) = τ(s)t(s) + κ(s)b(s).

证明：曲线 C 是一般螺线当且仅当向量 σ(s)有固定的方向。

3. (15′) 设 r = r(u, v)为正则曲面片M 的一个参数表示。用 n记M

的单位长法向量。曲面M的第三基本形式定义为 III := 〈dn, dn〉.
如果曲面M 的高斯映射 g为单射，则像集合 g(M)为一正则曲面片。

证明：III给出曲面 g(M)的第一基本形式，−III给出曲面 g(M)的第

二基本形式。

4. (15′) (1) 分别计算下列曲面的第一基本形式和高斯曲率。

(i) 旋转曲面 r(u, v) = (u sin v, u cos v, log u).

(ii) 正螺面 r̃(u, v) = (u cos v, u sin v, v).

(2)给定两个正则曲面片，如果它们之间存在一个可逆映射，使得任意

点的高斯曲率在该映射下保持不变。

问：第一基本形式在该映射下是否一定保持不变，并说明理由。

5. (30′) 对参数曲线 C : r = r(s), 其中 s为弧长参数，用 κ(s), τ(s)分

别表示曲线的曲率和挠率，假定 κ(s)处处非零，用 n(s), b(s)分别表示曲

线 C 的单位长主法向量和单位长副法向量。那么方程

r(s, θ) = r(s) + λ (cos θn(s) + sin θ b(s)) , λ > 0充分小,

给出了围绕曲线 C 的管状曲面 S.

(1) 求出曲面 S 的第一基本形式和第二基本形式。

(2) 求出曲面 S 的椭圆点、双曲点和抛物点。

(3) 求出曲面 S 的高斯曲率、平均曲率。

(4) 求出曲面 S 的主曲率以及对应的主方向。
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