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2016.4.19

1. 设fn是一列R上的可测函数, 对任意x ∈ R, 若数列{fn(x)}发散, 则称x为fn的发散点. 证明:fn的

发散点集可测.

证法一：注意到, 对任意固定的x, 数列{fn(x)}收敛⇔ ∀ε > 0,∃N, ∀m,n > N, |fn(x)− fm(x)| < ε.

所以{fn(x)}发散⇔ ∃ε > 0,∀N, ∃m,n > N, |fn(x) − fm(x)| ≥ ε. 这也等价于∃k ∈ N,∀N, ∃m,n >

N, |fn(x)− fm(x)| ≥ 1
k .

所以发散点集是
∞⋃
k=1

∞⋂
N=1

∞⋃
m,n=1

{x : |fn(x)− fm(x)| ≥ 1

k
}.

而全体fn可测, 那么集合{x : |fn(x)− fm(x)| ≥ 1
k} 可测. 而可测集的可列交、并仍可测, 所以fn的

发散点集可测.

证法二：注意到fn可测,则lim supn fn(x), lim infn fn(x)可测,于是g(x) := lim supn fn(x)−lim infn fn(x)可

测. 而对固定的x, {fn(x)}发散⇔ lim supn fn(x) 6= lim infn fn(x). 那么所求的发散点集即为

{x : lim sup
n

fn(x) 6= lim inf
n

fn(x)} = {x : g(x) 6= 0}

. 据g可测知, 发散点集是可测的. 证毕.

�

注 若将“发散”理解为“发散到无穷”，则扣10分。若“发散的无穷”的点集也有地方写错了，

那么扣分在15分左右.

2. 设E1 ⊆ E2 ⊆ · · · ⊆ R, E :=
⋃∞
k=1Ek是有界集合, 证明:

m∗(E) = lim
k→∞

m∗(Ek).

证明：先证明一个引理(等测包的存在性)

引理 设E ⊆ Rd测度有限, 那么则存在Gδ-集G, 使得m∗(E) = m(G)

注意到对任意k, 存在包含E的开集Gk, 使得m(Gk) ≤ m∗(E) + 1
k . 令G =

⋂∞
k=1Gk,

则E ⊆ G且m∗(E) = m(G). 引理证毕.

回到原题, 对任一Ek, 作其等测包Bk,m
∗(Ek) = m(Bk). 于是

lim
k
m∗(Ek) ≤ m∗(E) = m∗(lim inf

k
Ek) ≤ m(lim inf

k
Bk) ≤ lim inf

k
m(Bk) = lim inf

k
m∗(Ek) ≤ lim sup

k
m∗(Ek).

而
⋃
k Ek有界, m∗(Ek)单调, 所以limkm

∗(Ek)存在且有限. 从而上面的不等式中, 不等号都要变成

等号, 这样也就证明了结论.

�

1



注 只用一列开集Ok覆盖Ek是不能同时做到m
∗(Ok) ≤ m(Ek) + ε

2k
与{Ok}单调上升的. 如果出现

了类似这样的错误, 那么扣分较严重, 例如, 扣14分. 只做到”≥”, 得3-4分. 只做了可测的情形, 得1-3分.

3. 设{fn}在[0, 1]上a.e.收敛于f , 且对某个r > 0和任意n, 均有
∫ 1

0
|fn|rdx ≤ M < ∞. 证明:∀p ∈

(0, r), ||fn − f ||p → 0.

证明: 据Egorov定理, ∀ε > 0,∃Aε ⊆ [0, 1]. 在Aε上fn一致收敛于f , 并且m([0, 1]−Aε) < ε.

一方面, Aε上, 据一致收敛定义, ∀δ > 0,∃N,n > N, |fn(x)− f(x)| < δ. 于是就有∫
Aε

|fn − f |pdx ≤ m(Aε)δ
p ≤ δp.

另一方面,据Holder不等式,

∫
[0,1]−Aε

|fn−f |pdx ≤

(∫
[0,1]−Aε

|fn − f |rdx

) p
r

·

(∫
[0,1]−Aε

1dx

) r−p
r

≤ ε
r−p
p

(∫ 1

0

2r(|fn|r + |f |r)dx
)
.

据Fatou引理, ∫ 1

0

|f |rdx ≤ lim inf
n

∫ 1

0

|fn|rdx ≤M.

所以 ∫
[0,1]−Aε

|fn − f |pdx ≤ ε
r−p
r 2p(2M)

p
r .

分别让δ, ε趋于0, 就得到||fn − f ||p → 0.

�

注 此题不能只用收敛定理，只用收敛定理的，扣分在12分以上，因为根本做不出来。如果用推广

控制收敛定理，但仅是欠证||fn||p → ||f ||p的，扣8分。此题不能证到||fn − f ||r → 0, 凡是以此命题为

目标的，扣分在12分或15分以上。此题第二部分在Aε补集上的积分估计不允许用积分的绝对连续性，

因为绝对连续性里面的小量不是“一致的”，犯了这个错误的，扣5分左右。

4. 设{fn}, f可测, 且

∀ε > 0, lim
n
m{x : |fn(x)− f(x)| ≥ ε} = 0.

证明:{fn}存在子列a.e.收敛到f .

证明：据题设知, ∀n存在子列{kn},使得

m{x : |fkn(x)− f(x)| ≥ 1

n
} ≤ 1

2n
.

记上述集合为En, 那么就有
∑
nm(En) < ∞, 据Borel-Cantelli引理, m(lim supnEn) = 0. 由第一题可

知该集合就是fkn不收敛到f的点集, 从而fkn → f , a.e. 证毕.

�

注 此题还有一种做法，与证明Vitali收敛定理类似, 对M > 0, 令ΨM (x) = sgn(x) min{|x|,M}, 去
证明||ΨM (fn)−ΨM (f)||1 → 0,这样就存在子列a.e.收敛,再让M跑遍全体正整数,用对角线法则取个子

列即可。这样类似的做法只有一位同学做到了，值得表扬。另外，此题没取子列的，扣分在17分以上。

此题取子列角标混乱、不统一的（注意证明过程里面子列的所有下标始终是跟着n变的），扣6-8分。子

列取错的，扣12-15分。此题不收敛点上限集角标写错的，扣3-5分。直接证明L1收敛的，扣16分以上，

因为根本做不到。

5. 叙述Egorov定理，并说明为什么m(E) =∞时不对.

证明：设m(E) <∞, fn, f可测, 且fn → f ,a.e. 那么∀δ, 存在集合Aδ ⊂ E, 使得fn在该集合上一致

收敛到f , 而且m(E −Aδ) < δ. 叙述正确，得10分，把挖去的集合写成零测集，扣掉一半。

反例：例如fn = χ[n,+∞), fn = χ[n,n+1], fn = χ[0,n]等等，必须加以说明，否则扣分。
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