
概率论期末试题 2016年 6月 24日

整理： 张桐*

1、（15分）设 X 和 Y 的联合密度为

f(x, y) =
2x

y
e−y− x2

y , 0 < x, y < ∞,

求条件密度 fX|Y (x|y)与条件期望 E(X|Y )。

2、（15分）设 X1 和 X2 的联合密度为

f(x, y) =
1

4
(1 + xy(x2 − y2)), |x| ≤ 1, |y| ≤ 1,

令 X = X1 +X2，记 X,X1, X2 的特征函数分别为 ϕ(t)，ϕ1(t)，ϕ2(t)。证明：

ϕ(t) = ϕ1(t)ϕ2(t),

但 X1 和 X2 不独立。

3、（15分）设Xn
d−→ X，当X 为常数 c时，证明：Xn

P−→ X。若X 不为常数，举例说明结

论一般不成立。

4、（15分）设 {Xn}为相互独立的随机变量列，且 P (Xk = −
√
k) = P (Xk =

√
k) = 1

2，试

选择适当序列 Bn 并通过验证 Lindeberg条件说明 1
Bn

n∑
k=1

Xk
D−→ N(0, 1)。

5、（15分）设 X 和 Y 为独立同分布的随机变量，且 V ar(X) = 1。试证：

"∀a, b ∈ R, aX + bY
D−→

√
a2 + b2X" ⇐⇒ "X ∼ N(0, 1)".

6、（10分）设 Xk 为独立同分布的随机变量列，且均值存在。若
1√
n

n∑
k=1

(Xk − v)依分布收

敛到某随机变量 Z，试证 1
n

n∑
k=1

Xk
a.s.−−→ v。

7、（15分）设 (X,Y )服从标准二元正态分布，其相关系数 ρ(X,Y ) = r ∈ (−1, 1)。记 ϕ(x)

为标准正态分布的密度函数。

（1）对 n ≥ 0，定义如下函数列 Hn(x) : H0 = 1, (−1)nHnϕ = ϕn。证明：Hn(x)是主项为

xn 的 n次多项式，且满足正交关系：∫ +∞

−∞
Hm(x)Hn(x)ϕ(x)dx = n!I{m=n}

（2）对m,n ≥ 1，试计算相关系数 ρ(Hm(X),Hn(Y ))。

（3）设 P (x), Q(y)为非常数多项式，试证：|ρ(P (X), Q(Y ))| ≤ ρ(X,Y )。
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