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课本上，约定B(x, r)为以x为球心, r为半径的闭球. 开球的记号是B0(x, r).

除特别说明，我们约定U是Rn中的开集。
称U ⊂⊂ V , 是指Ū紧, Ū ⊂ V . 并称U是V的紧子集, 或者U关于V是相对紧的.

第一周

1. 设U ⊆ Rn是开集, 令Uε := {x ∈ U |dist(x, ∂U) > ε}.问是否存在某个ε0 > 0, 使得对任何ε ∈ (0, ε0), 满

足U ε 6= Φ, 且U = Uε +B0(0, ε).

2. 设f ∈ Lp(Rn), ε > 0, f ε := f ∗ ηε. 证明: f ε → f in Lp, as ε→ 0.

第二周

1. (Evans Chapter 5 Ex.1) 设k ∈ N, 0 < γ ≤ 1. 令

Ck,γ(Ū) := {u ∈ Ck(Ū) : ‖u‖Ck,γ(Ū) :=
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ū) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,γ(Ū) < +∞}.

(1)证明: (Ck,γ(Ū), ‖ · ‖Ck,γ(Ū))是Banach空间.

(2)令

|||u|||Ck,γ(Ū) =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C0,γ(Ū).

证明:上面两个范数是等价范数，从而(Ck,γ(Ū), ||| · |||Ck,γ(Ū))是Banach空间.

2. (Evans Chapter 5 Ex.2) 设0 < β < γ ≤ 1. 证明不等式:

‖u‖C0,γ(Ū) ≤ ‖u‖
1−γ
1−β
C0,β(Ū)

‖u‖
γ−β
1−β
C0,1(Ū)

3. (Evans Chapter 5 Ex.5) 设U, V是开集，V ⊂⊂ U . 证明存在光滑函数ζ, 满足ζ在V上恒为1, 在∂U附

近为0. [提示：取开集W , 使得V ⊂⊂W ⊂⊂ U , 对χW磨光.]

4. (Evans Chapter 5 Ex.6) 设U是有界开集, U ⊂⊂ ∪ni=1Vi. 证明存在光滑函数ζ1, · · · , ζN . 使得对任

何1 ≤ i ≤ N , 有0 ≤ ζi ≤ 1, Spt(ζi) ⊂ Vi, 并在U中恒成立等式
∑n
i=1 ζi = 1.

5. (Evans Chapter 5 Ex.3) 设U = {(x1, x2) ∈ R2 : |x1|, |x2| < 1}. 定义

1− x1, if x1 > 0, |x2| < x1

1 + x1, if x1 < 0, |x2| < −x1

1− x2, if x2 > 0, |x1| < x2

1 + x2, if x2 < 0, |x1| < −x2

(1)

问哪些p ∈ [1,+∞)可以使得u ∈W 1,p(U)?

6. (Evans Chapter 5 Ex. 4) 设n = 1, p ∈ [1,+∞), u ∈W 1,p(0, 1).

(1)证明: u几乎处处等于一个绝对连续函数, 其导数u′(几乎处处存在)是Lp(0, 1)函数.
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(2)若1 < p <∞, 证明以下不等式对几乎处处的x, y ∈ [0, 1]成立:

|u(x)− u(y)| ≤ |x− y|1−
1
p

(∫ 1

0

|u′|pdt
)1/p

.

7. 设u ∈W k,p(U), k ∈ N, 1 ≤ p <∞. 证明下面两个范数等价:

‖u‖1 =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖Lp(U), ‖u‖2 =

∑
|α|≤k

‖Dαu‖pLp(U)

1/p

.
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