
1. (a) 【5】𝑡 = 3.76/1.88 = 2,原假设下 𝑡统计量服从𝑡𝑛−7 = 𝑡50.

(b) 【5】𝐹 = 𝑛−𝑝
𝑝−1

× 𝑅2

1−𝑅2 = 57−7
7−1

× 0.81
1−0.81

= 35.526. 分布为𝐹𝑝−1,𝑛−𝑝 = 𝐹6,50.

(c) 【5】 𝑟𝑦𝑦 =
√
𝑅2 = 0.9.

(d) 【5】简单回归的𝑏估计的方差𝑣 = 𝜎2/𝑠𝑥𝑥,而全模型下的𝑏估计的方差为 𝑣 × 1
1−𝑅2

𝑥
=

1.882 = 3.534,所以𝑣 = (1 −𝑅2
𝑥) × 4.534 = 1.767.

2. (a) 𝑧𝑖 = 0时，模型为 𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜖𝑖, 𝜖𝑖 ∼ (0, 𝜎2), 𝑖 = 1, ..., 𝑛0,此即第一个模型。
𝑧𝑖 = 1时，模型为 𝑦𝑖 = (𝛽0 + 𝛾0) + (𝛽1 + 𝛾1)𝑥𝑖 + 𝜖𝑖, 𝜖𝑖 ∼ (0, 𝜎2), 𝑖 = 𝑛0 + 1, ..., 𝑛，此
即第二个模型，其中𝛼0 = 𝛽0 + 𝛾0, 𝛼1 = 𝛽1 + 𝛾1.

(b) 由(a)知，𝛼1 − 𝛽1 = 𝛾1,故𝐻0 : 𝛼1 = 𝛽1 ⇔在合并后的模型中 𝐻0 : 𝛾1 = 0

3. (a) 【10】给定 𝑋 条件下 𝐸(̃︀𝛽|𝑋) = 𝐸((𝐴𝑋)−1𝐴𝑌 ) = (𝐴𝑋)−1𝐴𝑋𝛽 = 𝛽.

(b) 【10】由GM定理：

𝑣𝑎𝑟(̃︀𝑌 ) = (𝐴𝑋)−1𝐴𝐴′(𝐴𝑋)−1 ≥ 𝑣𝑎𝑟(̂︀𝑌 ) = 𝜎2𝑃𝑋

因为无偏，M=var,

𝑚(̃︀𝑌 ) = 𝑡𝑟𝑀(̃︀𝑌 ) = 𝑡𝑟(𝑣𝑎𝑟(̃︀𝑌 ) ≥ 𝑡𝑟(𝑣𝑎𝑟(̂︀𝑌 ) = 𝑚(̂︀𝑌 ).

4. (a) 𝑀(̃︀𝛽) = 𝐸(̃︀𝛽 − 𝛽)(̃︀𝛽 − 𝛽)′ = 𝑣𝑎𝑟(̃︀𝛽) + bb′,其中b为̃︀𝛽的偏差：
b = 𝐸(̃︀𝛽) − 𝛽 =

(︃
𝐸(̃︀𝛽1) − 𝛽1

𝐸(̃︀𝛽2) − 𝛽2

)︃
=

(︂
0

−𝛽2

)︂
,

其中我们用到了事实𝐸(̃︀𝛽1) = 𝐸[(𝑋 ′
1𝑋1)

−1𝑋 ′
1𝑌 ] = 𝐸[𝑋 ′

1𝑋1)
−1𝑋 ′

1(𝑋1𝛽1 + 𝑋2𝛽2) =
𝛽1 + 𝑋 ′

1𝑋1)
−1𝑋 ′

1𝑋2𝛽2 = 𝛽1 (因为𝑋 ′
1𝑋2 = 0)。另外, 𝑣𝑎𝑟(̃︀𝛽1) = 𝑣𝑎𝑟(𝑋 ′

1𝑋1)
−1𝑋 ′

1𝑌 ) =
𝜎2(𝑋 ′

1𝑋1)
−1, ̃︀𝛽2 = 0,故

𝑣𝑎𝑟(̃︀𝛽) = 𝑣𝑎𝑟

(︃ ̃︀𝛽1̃︀𝛽2

)︃
=

(︂
𝜎2(𝑋 ′

1𝑋1)
−1 0

0 0

)︂
两者相加即得：

𝑀(̃︀𝛽) =

(︂
𝜎2(𝑋 ′

1𝑋1)
−1 0

0 𝛽2𝛽
′
2

)︂
(b) 𝑀(̂︀𝛽) = 𝑣𝑎𝑟(̂︀𝛽) = 𝜎2(𝑋 ′𝑋)−1,因为𝑋 ′

1𝑋2 = 0,故

𝑀(̂︀𝛽) = 𝜎2

(︂
𝑋 ′

1𝑋1 0
0 𝑋 ′

2𝑋2

)︂−1

=

(︂
𝜎2(𝑋 ′

1𝑋1)
−1 0

0 𝜎2(𝑋 ′
2𝑋2)

−1

)︂
由引理, 条件 ||𝑋2𝛽2||2 = 𝛽′

2𝑋
′
2𝑋2𝛽2 ≤ 𝜎2等价于 𝛽2𝛽

′
2 ≤ 𝜎2(𝑋 ′

2𝑋2)
−1, 所以𝑀(̃︀𝛽) ≤

𝑀(̂︀𝛽)。

1



5. (a) 【8】 𝑌 = 𝑋𝛾 + 𝜖, 𝜖 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝐼4),其中 𝑋 =

⎛⎜⎜⎝
1 1
1 1
1 −1
1 −1

⎞⎟⎟⎠
𝛼̂ = 𝑦1+𝑦2+𝑦3+𝑦4

4
, 𝛽 = 𝑦1+𝑦2−𝑦3−𝑦4

4
, 𝑣𝑎𝑟(𝛼̂) = 𝑣𝑎𝑟(𝛽) = 𝜎2

4
. 总方差=𝜎2

2
.

(b) 【8】 𝑌 = (𝛼̂ + 𝛽, 𝛼̂ + 𝛽, 𝛼̂− 𝛽, 𝛼̂− 𝛽)′ = (𝑦1+𝑦2
2

, 𝑦1+𝑦2
2

, 𝑦3+𝑦4
2

, 𝑦3+𝑦4
2

)′。

原假设下𝛽 = 𝑦1+𝑦2
2

,拟合值 𝑌0 = (𝑦1+𝑦2
2

, 𝑦1+𝑦2
2

, 0, 0)′，所以

𝐹 =
||𝑌 − 𝑌0||2/1

||𝑌 − 𝑌 ||2/(4 − 2)
=

2(𝑦3 + 𝑦4)
2

(𝑦1 − 𝑦2)2 + (𝑦3 − 𝑦4)2

𝐻0下，𝐹 ∼ 𝐹1,2.

(c) 【4】方案2总方差 = ( 1
𝑚

+ 1
𝑛
)𝜎2 ≤ 𝜎2

2
,因为 (𝑚+𝑛)(1/𝑚+ 1/𝑛) ≥ 4,所以𝑚+𝑛 ≥ 8.

6. （20分） (a)模型写成向量形式 𝑌 = 1𝑎 + x𝑏 + z𝑐 + 𝜖,令 z⊥ = z− 𝑃1z = z− 1𝑧以及

x⊥ = x− 𝑃(1,z)x = x− 𝑃1x− 𝑃z⊥x = x− 1𝑥̄− 𝑃z−1𝑧x = x− 1𝑥̄− (z− 1𝑧)𝛾

带入 𝑏̂ = x⊥′𝑌/||x⊥||2即得。
(b)由 (a)的结论知

𝑣𝑎𝑟(𝑏̂|𝑥, 𝑧) = 𝜎2/
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥̄− (𝑧𝑖 − 𝑧)𝛾)2

而由 𝛾 = 𝑠𝑥𝑧/𝑠𝑧𝑧

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥̄− (𝑧𝑖 − 𝑧)𝛾)2 = 𝑠𝑥𝑥 − 2𝛾𝑠𝑥𝑧 + 𝛾2𝑠𝑧𝑧 = 𝑠𝑥𝑥 −
𝑠2𝑥𝑧
𝑠𝑧𝑧

= 𝑠𝑥𝑥(1 − 𝑟2𝑥𝑧).

(c)相比于独立情形，𝑏̂的方差增大了𝑉 𝐼𝐹 = 1/(1 − 𝑟2𝑥𝑧)倍。

(d) 𝑥, 𝑧高度相关（比如𝑟2𝑥𝑧 ≈ 1）而且误差方差较小时，回归方程的显著性检验会比较

显著，而𝐻0 : 𝑏 = 0的检验 𝑡𝑥 =
√︀
𝑠𝑥𝑥(1 − 𝑟2𝑥𝑧)

̂︀𝑏
𝜎̂
可能会不显著，同样𝐻0 : 𝑐 = 0的检验

𝑡𝑧 =
√︀

𝑠𝑧𝑧(1 − 𝑟2𝑥𝑧)
̂︀𝑐
𝜎̂
可能会不显著.
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