
现代偏微分课程测试一

1. (20分) (1). 设 𝐵1 ⊂ ℝ𝑛,
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Δ𝑢 = |𝑥|2 − 1, 𝑖𝑛 𝐵1

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕𝐵1

(1)

试求 𝑢(0).

(2). 设 Ω ⊂ ℝ𝑛是有界光滑区域，
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Δ𝑢 = 𝑓, 𝑖𝑛 Ω𝑐

𝑢 = 𝑔, 𝑜𝑛 𝜕Ω

𝑢 = 𝑜(1), |𝑥| → ∞

(2)

求证该方程解唯一.

2. (20分) (1). Δ𝑢 + Σ𝑖𝜆𝑖𝑢𝑖 + 𝑢𝛼 = 0, 𝑖𝑛 ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 2, 𝑢 ≥ 0, 1 ≤ 𝛼 ≤ 𝑛
𝑛−1 , 𝜆𝑖 为常

数，求证 𝑢 ≡ 0.

(Hint:采用 Serrin技巧，乘 𝜂𝑟并积分，这里 𝜂是截断函数.)

(2). 设 Ω ⊂ ℝ𝑛是星形域, 𝜕Ω ∈ 𝐶1若 𝑝 > 𝑛+2
𝑛−2 ,求证:

⎧⎪
⎨
⎪⎩

Δ𝑢 + 𝑢𝑝 = 0, 𝑖𝑛 Ω

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕Ω
(3)

的经典解 𝑢 ∈ 𝐶3(Ω) ∩ 𝐶1(Ω), 𝑢 > 0不存在.

(Hint:乘 𝑥 ⋅ ∇𝑢并积分.)

3. (30分)设
⎧⎪
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Δ𝑢 = 𝑓, 𝑖𝑛 Ω
𝜕𝑢
𝜕𝜈 + 𝑢 = 𝑔, 𝑜𝑛 𝜕Ω

(4)

(a). 求证: |𝑢|𝐿∞(Ω) ≤ 𝐶(𝑑𝑖𝑎𝑚(Ω), |𝑓 |𝐿∞ , |𝑔|𝐿∞).

(b). 求证: |𝐷𝑢|𝐿∞(Ω′) ≤ 𝐶(Ω′, Ω, 𝑓 , 𝑔), ∀Ω′ ⊂⊂ Ω.

(c). 求证:|𝐷𝑢|𝐿∞(Ω) ≤ 𝐶(Ω, 𝑓 , 𝑔).

4. (10分)设 Ω ⊂ ℝ2是有界凸区域，𝑢 > 0, 𝜆1 > 0满足
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Δ𝑢 + 𝜆1𝑢 = 0, 𝑖𝑛 Ω

𝑢 = 0, 𝑜𝑛 𝜕Ω
(5)
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若 𝑣 = −𝑙𝑜𝑔𝑢凸,求证 𝐷2𝑣的秩为常数.

5. (20分)设 Δ𝑢 = 𝑓 ,则对 𝑅 > 1有下列不等式成立:

∫𝐵 𝑅
2

|𝐷𝑢|2 𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝑛 ∫𝐵𝑅
(𝑢2 + 𝑓 2) 𝑑𝑥;

∫𝐵 𝑅
2

|𝐷2𝑢|2 𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝑛 ∫𝐵𝑅
(𝑢2 + 𝑓 2) 𝑑𝑥.

6. (10分)已知 Δ𝑢 = 0 in ℝ𝑛, 𝑢 > 0,求证: 𝑠𝑢𝑝
𝐵𝑅(0)

|𝐷𝑙𝑜𝑔𝑢| ≤ 𝐶(𝑛)
𝑅 .

7. (10 分) 设 Ω ⊂ ℝ2 是有界区域，若 𝑢 ∈ 𝐶3(Ω) ∩ 𝐶1(Ω) 满足 ∑2
𝑖,𝑗=1[(1 +

|𝐷𝑢|2)𝛿𝑖𝑗 − 𝑢𝑖𝑢𝑗]𝑢𝑖𝑗 = 0,则 𝜙 = |𝐷𝑢|2的最大值在边界 𝜕Ω达到.
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