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1. �Ý
A =



1 2 1 0

0 1 0 1

0 0 1 2

0 0 0 1


. KA−1= , An = .

2. Ý
A =



0 1 1 1

−1 0 −1 1

−1 1 0 −1

−1 −1 1 0


���Ý
A∗ = .

3. �A =

1 2 3 4

4 3 2 1

. Kdet(ATA) = .

4. n��m¥n�ØÓ²¡ πi : aix + biy + ciz = di, i = 1, 2, 3 ��u�^���¿�^�

´ .
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�20©¤

1. �3n = 2024�¢�
A§¦�A2 = −In©

2. �A,B,C�Ý
. KdAB = AC�±íÑB = C ��=�A��÷�.

3. A�m × n�Ý
. K�5�§|Ax = 0k�")��=��5�§|ATy = 0k�"

)©

4. éu?¿Ý
AÚ��êk ≤ rank(A), AÑ�3k��_fÝ
©
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¦¤k2�E�
A, ÷vA
T
A = AA

T
©

—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
–
�
K
�
Ø
�
�
L
d
�

—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
–

1 3� � 6�



�© µò<
o!£�K20©¤

�n(n ≥ 4)��
A =



1 1

1
. . .

...

. . . 1 1

1 1


.

1. ¦A�1�ª;

2. ¦A− I�_Ý
.
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�A�n�E�
. y²:A3 + I = 0��=�rank(A+ I) + rank(A2 −A+ I) = n.

—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
–
�
K
�
Ø
�
�
L
d
�

—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
—
–

1 5� � 6�



�© µò<
8!£�K10©¤

�A,B ∈ Rn×n÷vABT = O©¦yµrank

A
B

 = rank(A) + rank(B)©
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参考答案和评分标准

一、填空题．每空 5 分．

1.


1 −2 −1 4

0 1 0 −1

0 0 1 −2

0 0 0 1

，

1 2n n 2n(n− 1)

0 1 0 n

0 0 1 2n

0 0 0 1


2. −3A

3. 0

4. rank


a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

 = rank


a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 = 2

二、判断题．判断 1 分，理由 4 分．

1. 正确．例如 A =

(
O Ik

−Ik O

)
，k = 1012．

2. 正确．当 A 列满秩时，Ax = Ab 有唯一解 x = b．否则，Ax = 0 有解 x ̸= 0．

3. 当 m = n 时，正确；当 m ̸= n 时，错误．只需考虑 A 是相抵标准形．

4. 正确．由 Laplace 展开定理可知 n 阶可逆方阵必有 n− 1 阶可逆子矩阵．

三、 设 A =

(
a b

c d

)
．AHA = AAH ⇔ |b| = |c|，ab+ cd = ac+ bd 即 (a− d)b = (a− d)c．(6 分)

因此，(1) a = d 且 |b| = |c|；(2) b =
e

e
c，其中 e = a− d ̸= 0． (4 分)

四、 对 A 的第 n 列作 Laplace 展开，得 det(A) = 1 + (−1) + · · ·+ (−1)n−1 = 1−(−1)n

2
．(10 分)

A− I =

(
1

In−1 v

)
⇒ (A− I)−1 =

(
−v In−1

1

)
，其中 v = (1, · · · , 1, 0)T． (10 分)

五、 记 X = A+ I，Y = A2 −A+ I．

一方面，rank(X) + rank(Y ) ⩾ rank((A− 2I)X − Y ) = n． (6 分)
另一方面，根据 Sylvester 秩不等式，rank(X) + rank(Y ) ⩽ rank(XY ) + n． (6 分)
因此，A3 + I = O ⇔ XY = O ⇔ rank(X) + rank(Y ) = n． (3 分)

六、 对于任意实矩阵 M，有 rank(MMT ) = rank(M)． (6 分)

故 rank
(
A

B

)
= rank

((
A

B

)(
AT BT

))
= rank

(
AAT O

O BBT

)
= rank(AAT ) + rank(BBT ) = rank(A) + rank(B)． (4 分)


